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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО  

ПОРЯДКОВ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ДИСКРЕТНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО  

УПРАВЛЕНИЯ 
 

Изучается одна задача оптимального управления дискретными системами. При предположении 

открытости области управления выведены необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. 

Ключевые слова: дискретная задача оптимального управления, вариация функционала, аналог 

уравнения Эйлера, необходимое условие оптимальности второго порядка 

 

1. Введение. В работе [1] (см. также [2]) изучается одна непрерывная задача 

оптимального управления, занимающая как-бы промежуточное положение между задачами 

оптимального управления системами с сосредоточенными и с распределенными 

параметрами. В работе [3] нами изучен дискретный аналог этой задачи и установлены 

необходимые условия оптимальности первого порядка типа принципа максимума 

Понтрягина и линеаризованного условия максимума, а также выведен аналог уравнения 

Эйлера. 

В предлагаемой же работе, при предположении открытости области управления, 

выведены необходимые условия оптимальности второго порядка для задачи из [3]. 

2. Постановка задачи. Допустим, что закон движения управляемого объекта 

описывается системой нелинейных разностных уравнений 

𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡)) , 𝑡 =  𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1, 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1          (2.1) 

с начальным условием 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑦(𝑥) ,       𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,                                          (2.2) 

где 𝑦(𝑥) − 𝑛 -мерная вектор-функция являющаяся решением задачи Коши 

𝑦(𝑥 + 1) = 𝑔(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥)) ,   𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1, 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0.                                                                            (2.3) 

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢) (𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑣))  заданная 𝑛 -мерная вектор-функция непрерывная по 

совокупности переменных вместе с частными производными по (𝑧, 𝑢) ((𝑦, 𝑣)) до второго 

порядка включительно, 𝑦0 — заданный постоянный вектор, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1 — заданные числа, 

причем 𝑡1 − 𝑡0 и 𝑥1 − 𝑥0 — есть натуральные числа,  𝜑1(𝑦),   𝜑2(𝑥, 𝑧) — заданные скалярные 

функции непрерывные по совокупности переменных вместе с 𝜕𝜑1(𝑦) 𝜕𝑦⁄ , 𝜕2𝜑1(𝑦) 𝜕𝑦2⁄ ,

 𝜕𝜑2(𝑥, 𝑧) 𝜕𝑧⁄ , 𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧) 𝜕𝑧2⁄ ,  𝑢(𝑡) (𝑣(𝑥))  𝑟 (𝑞)-мерный вектор управляющих 

воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и открытого множество 

𝑈 (𝑉), т.е. 

        𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 ,       𝑡 ∈ 𝑇 = {𝑡 =  𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1}, 
𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅𝑞 ,       𝑥 ∈ 𝑋 = { 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1}.                        (2.4) 

Пару (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)) с вышеперечисленными свойствами назовем допустимым 

управлением. 

Задача заключается в минимизации функционала 

𝑆(𝑢) = 𝜑2(𝑦(𝑥1)) + ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

                                          (2.5) 

при ограничениях (2.1) - (2.4). 
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3. Основные результаты. Пусть (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)) — фиксированный допустимый процесс, а 

(𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥)) — соответствующее ему решение системы (2.1) - (2.3). 

Варьированное управление определим следующим образом 

𝑢(𝑡;  𝜀) = 𝑢(𝑡) + 𝜀 𝛿𝑢(𝑡) ,      𝑡 ∈ 𝑇, 
𝑣(𝑥;  𝜀) = 𝑣(𝑥) + 𝜀 𝛿𝑣(𝑥) ,     𝑥 ∈ 𝑋.                                                (3.1) 

Здесь 𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ 𝑇, 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑞 , 𝑥 ∈ 𝑋 — произвольные ограниченные вектор-

функции, (допустимые вариации управляющих функций), а 𝜀 — произвольное достаточно 

малое по абсолютной величине число. 

Введем функции Гамильтона-Понтрягина 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓) = 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢), 
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑣). 

Здесь (𝜓(𝑡, 𝑥), 𝑝(𝑥)) — вектор-функция сопряженных переменных, являющаяся 

решением сопряженной системы 

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥) =
𝜕𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
 ,                                    (3.2) 

𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥) = −
𝜕𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
 ,                                                      (3.3) 

𝑝(𝑥 − 1) = −
𝜕𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑦
+ 𝜓(𝑡0 − 1, 𝑥) ,                           (3.4)

 

𝑝(𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑1( 𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦
 .                                                        (3.5)

 
Тогда специальное приращение функционала качества (2.5), соответствующее 

допустимым управлениям (𝑢(𝑡;  𝜀), 𝑣(𝑥;  𝜀)) и (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)), может быть представлено в виде 

𝑆(𝑢(𝑡;  𝜀), 𝑣(𝑥;  𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)) = 

= 𝜀 [ ∑ ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑢(𝑡)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ ∑ 𝑀𝑣
′ (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) 𝛿𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

] + 

+
𝜀2

2
{𝛿𝑦′(𝑥1) 

𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑥1) + ∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)

𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ ∑ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 2𝛿𝑢′(𝑡) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

×
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢 𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑢′(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] − 

− ∑ [𝛿𝑦′(𝑥) 
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑦(𝑥) + 2𝛿𝑣′(𝑥) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

                        (3.6) 

×
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣 𝜕𝑦
𝛿𝑦(𝑥) + 𝛿𝑣′(𝑥)

𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥)]} + 𝜊(𝜀2) . 

 

Здесь (𝛿𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑦(𝑥)) − вариация траектории (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥)), являющаяся решением 
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уравнения в вариациях 

𝛿𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡))𝛿𝑢(𝑡) , 

 𝑡 ∈ 𝑇,        𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,                                                              (3.7) 

𝛿𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝛿𝑦(𝑥) ,       𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,                                                  (3.8) 

𝛿𝑦(𝑥 + 1) = 𝑔𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥))𝛿𝑦(𝑥) + 𝑔𝑣(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥))𝛿𝑣(𝑥) ,   𝑥 ∈ 𝑋, 

𝛿𝑦(𝑥0) = 0.                                                                         (3.9) 

Из разложения (3.6) следует, что первая и вторая, в классическом смысле, вариации 

функционала (2.5) имеют соответственно вид: 

𝛿1𝑆(𝑢, 𝑣;  𝛿𝑢, 𝛿𝑣) = − ∑ ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑢(𝑡)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

− ∑ 𝑀𝑣
′ (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) 𝛿𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

,                                        (3.10) 

𝛿2𝑆(𝑢, 𝑣;  𝛿𝑢, 𝛿𝑣) = 𝛿𝑦′(𝑥1) 
𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑥1) + 

+ ∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ ∑ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 2𝛿𝑢′(𝑡) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

×
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢 𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑢′(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] − 

− ∑ [𝛿𝑦′(𝑥) 
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑦(𝑥) + 2𝛿𝑣′(𝑥) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

                        (3.11) 

×
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣 𝜕𝑦
𝛿𝑦(𝑥) + 𝛿𝑣′(𝑥)

𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥)] . 

Из классической теории необходимых условий оптимальности, (см. напр. [4, с. 52-58]) с 

учетом (3.10), (3.11) следует, что вдоль оптимального управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)), для всех 

(𝛿𝑢(𝑡), 𝛿𝑣(𝑥))  

∑ ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑢(𝑡)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ ∑ 𝑀𝑣
′ (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 0, (3.12) 

𝛿𝑦′(𝑥1) 
𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑥1) + ∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)

𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ ∑ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 2𝛿𝑢′(𝑡) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

×
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢 𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑢′(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] − 
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− ∑ [𝛿𝑦′(𝑥) 
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑦(𝑥) + 2𝛿𝑣′(𝑥) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

                        (3.13) 

×
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣 𝜕𝑦
𝛿𝑦(𝑥) + 𝛿𝑣′(𝑥)

𝜕2𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥)] ≥ 0 . 

Из соотношения (3.12), в силу произвольности 𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ 𝑇, 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑞 , 𝑥 ∈ 𝑋 

приходим к следующему заключению 

Теорема 3.1. Если множество 𝑈 открытое, то для оптимальности допустимого 

управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)) в задаче (2.1) - (2.5) необходимо, чтобы соотношения 

∑ 𝐻𝑢(𝜃, 𝑥, 𝑧(𝜃, 𝑥), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 0,                                      (3.14) 

𝑀𝑣(𝜉, 𝑦(𝜉), 𝑣(𝜉), 𝑝(𝜉)) = 0                                              (3.15) 

выполнялись для всех 𝜃 ∈ 𝑇, 𝜉 ∈ 𝑋 соответственно. 

Соотношения (3.14), (3.15) представляют собой аналог уравнения Эйлера и является 

необходимым условием оптимальности первого порядка. 

Каждое допустимое управление (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)), удовлетворяющее уравнению Эйлера 

(3.14), (3.15), назовем классической экстремалью. 

Ясно, что число классических экстремалей может быть достаточно большим. Поэтому 

надо иметь необходимые условия оптимальности второго порядка.  

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности второго порядка. 

Решение задачи (3.7) - (3.8) допускает представление (см. напр. [5, с. 50-51; 6, с. 13-16]) 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1) 𝛿𝑧(𝑡0, 𝑥) + ∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑓𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

.   (3.16) 

Здесь 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏) (𝑛 × 𝑛) - матричная функция, являющаяся решением задачи 

𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏 − 1) = 𝐹(𝑡, 𝜏, 𝑥)𝑓𝑧(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏)), 

𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡 − 1) = 𝐸, 
(𝐸 – единичная матрица). 

А решение задачи (3.9) допускает представление 

𝛿𝑦(𝑥) = ∑ Φ(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠))𝛿𝑣(𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

,                                  (3.17) 

где Φ(𝑥, 𝑠) − (𝑛 × 𝑛) - матричная функция, являющаяся решением задачи 

Φ(𝑥, 𝑠 − 1) = Φ(𝑥, 𝑠) 𝑔𝑦(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)), 

Φ(𝑥, 𝑥 − 1) = 𝐸. 
Используя представление (3.17) формула (3.16) записывается в виде 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1)Φ(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠))𝛿𝑣(𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

+ 

+ ∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑓𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

.                                  (3.18) 

В силу произвольности 𝛿𝑢(𝑡) и 𝛿𝑣(𝑥) предположим 𝛿𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝛿𝑣(𝑥) ≠ 0, 𝑥 ∈
𝑋. Тогда формула (3.18) примет вид 
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𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1)Φ(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠))𝛿𝑣(𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

.                 (3.19) 

При этом из неравенства (3.13) получим, что вдоль оптимального процесса (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥))  

𝛿𝑦′(𝑥1) 
𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑥1) + ∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)

𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ ∑ 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− ∑ [𝛿𝑦′(𝑥) 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑦(𝑥) + 2𝛿𝑣′(𝑥) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

                        (3.20) 

× 𝑀𝑣𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑦(𝑥) + 𝛿𝑣′(𝑥)𝑀𝑣𝑣(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑣(𝑥)] ≥ 0 . 

При помощи представлений (3.17), (3.19) доказывается, что 

𝛿𝑦′(𝑥1) 
𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
𝛿𝑦(𝑥1) =                                     (3.21) 

= ∑ ∑ 𝛿𝑣′(𝜏) 𝑔𝑣
′ (𝜏, 𝑦(𝜏), 𝑣(𝜏))Φ′(𝑥1, 𝜏)

𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑡0

Φ(𝑥1, 𝑠)𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠))𝛿𝑣(𝑠), 

∑ 𝛿𝑣′(𝑥) 𝑀𝑣𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑦(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

=                            (3.22) 

= ∑ [ ∑ 𝛿𝑣′(𝑥) 𝑀𝑣𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) Φ(𝑥, 𝑠) 𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)) 𝛿𝑣(𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

, 

∑ 𝛿𝑦′(𝑥) 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑦(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= ∑ ∑ 𝛿𝑣′(𝜏) 𝑔𝑣
′ (𝜏, 𝑦(𝜏), 𝑣(𝜏)) ×

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑡0

      (3.23) 

× { ∑ Φ′(𝑥, 𝜏) 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) Φ(𝑥, 𝑠)

𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

}  𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)) 𝛿𝑣(𝑠) , 

∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= ∑ ∑ 𝛿𝑣′(𝜏) 𝑔𝑣
′ (𝜏, 𝑦(𝜏), 𝑣(𝜏)) ×

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑡0

       (3.24)  

× { ∑ Φ′(𝑥, 𝜏)𝐹′(𝑡1, 𝑥, 𝑡0 − 1) 
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝐹(𝑡1, 𝑥, 𝑡0 − 1) Φ(𝑥, 𝑠)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

} × 

×  𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)) 𝛿𝑣(𝑠) , 

∑ ∑ 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0
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= ∑ ∑ 𝛿𝑣′(𝜏) 𝑔𝑣
′ (𝜏, 𝑦(𝜏), 𝑣(𝜏)) ×

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑡0

                                  (3.25) 

× { ∑ ∑ Φ′(𝑥, 𝜏)𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥)) ×

𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

× 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1) Φ(𝑥, 𝑠)}  𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)) 𝛿𝑣(𝑠) . 

Введем обозначение 

𝐾(𝜏, 𝑠) = −Φ′(𝑥1, 𝜏)
𝜕2𝜑1(𝑦(𝑥1))

𝜕𝑦2
Φ(𝑥1, 𝑠) − 

− ∑ Φ′(𝑥, 𝜏)𝐹′(𝑡1, 𝑥, 𝑡0 − 1) 
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝐹(𝑡1, 𝑥, 𝑡0 − 1) Φ(𝑥, 𝑠)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 

∑ ∑ Φ′(𝑥, 𝜏)𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑡0 − 1)Φ(𝑥, 𝑠) +

𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

+ ∑ Φ′(𝑥, 𝜏) 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) Φ(𝑥, 𝑠)

𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

 .                       (3.26) 

 

Тогда с учетом тождеств (3.21) - (3.26) неравенство (3.20) примет вид 

∑ ∑ 𝛿𝑣′(𝜏) 𝑔𝑣
′ (𝜏, 𝑦(𝜏), 𝑣(𝜏))K(𝜏, 𝑠)𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠))𝛿𝑣(𝑠)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑡0

+ 

+2 ∑ [ ∑ 𝛿𝑣′(𝑥) 𝑀𝑣𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥)) Φ(𝑥, 𝑠) 𝑔𝑣(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑣(𝑠)) 𝛿𝑣(𝑠)

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 

+ ∑ 𝛿𝑣′(𝑥) 𝑀𝑣𝑣(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥))𝛿𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

≤ 0 .                         (3.27) 

Теперь предположим, что 𝛿𝑢(𝑡) ≠ 0, 𝑡 ∈ 𝑇, а  𝛿𝑣(𝑥) ≡ 0,  𝑥 ∈ 𝑋. 

Тогда из представлений (3.17), (3.18) получаем, что 

𝛿𝑦(𝑥) = 0,    𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1                                                          (3.28) 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑓𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

.                                  (3.29) 

При этом неравенство (3.13) с учетом того, что 𝛿𝑣(𝑥) = 0,  𝑥 ∈ 𝑋 примет вид 

∑ 𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ ∑ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 2𝛿𝑢′(𝑡) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

         (3.30) 
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× 𝐻𝑢𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑢(𝑡)] ≥ 0 . 
Используя представление (3.29) займемся преобразованием неравенства (3.30). 

Имеем (по аналогии с (3.21) - (3.25)) 

𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥) = − ∑ ∑ 𝛿𝑢′(𝜏)𝑓𝑢

′(𝜏, 𝑥1, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏)) × 

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑡1−1

𝜏=𝑡0

 

× 𝐹′(𝑡1, 𝑥, 𝜏)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
 𝐹(𝑡1, 𝑥, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑠, 𝑥), 𝑢(𝑠))𝛿𝑢(𝑠) ,         (3.31) 

∑ ∑ 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= 

= ∑ ∑ ( ∑ 𝛿𝑢′(𝜏)𝑓𝑢
′(𝜏, 𝑥1, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏)) 𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥)) × 

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

× (∑ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑠, 𝑥), 𝑢(𝑠))𝛿𝑢(𝑠)

𝑡−1

𝑠=𝑡0

) =                          (3.32) 

= ∑ ∑ ∑ { ∑ 𝛿𝑢′(𝜏) 𝑓𝑢
′(𝜏, 𝑥1, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏)) 𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝜏) × 

𝑡1−1

𝑡=max(𝜏,𝑠)+1

𝑡1−1

𝑠=𝑡0

𝑡1−1

𝜏=𝑡0

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

× 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑠, 𝑥), 𝑢(𝑠))𝛿𝑢(𝑠)} = 

= ∑ ∑ 𝛿𝑢′(𝜏) { ∑ ∑  𝑓𝑢
′(𝜏, 𝑥1, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏)) 𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝜏) × 

𝑡1−1

𝑡=max(𝜏,𝑠)+1

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑠=𝑡0

𝑡1−1

𝜏=𝑡0

 

× 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑓𝑢(𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑠, 𝑥), 𝑢(𝑠))𝛿𝑢(𝑠)} , 

∑ ∑ 𝛿𝑢′(𝑡) 𝐻𝑢𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

=                  (3.33) 

− ∑ ∑ [ ∑ 𝛿𝑢′(𝑡) 𝐻𝑢𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑓𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

] .

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

Предположим 

𝑀(𝜏, 𝑠, 𝑥) = −𝐹′(𝑡1, 𝑥, 𝜏)
𝜕2𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧2
 𝐹(𝑡1, 𝑥, 𝑠) × 

× ∑ 𝐹′(𝑡, 𝑥, 𝜏) 𝐻𝑧𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥)) 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑠) 

𝑡1−1

𝑡=max(𝜏,𝑠)+1

.             (3.34) 

С учетом тождеств (3.31) — (3.33) и обозначения (3.34) неравенство (3.30) примет вид: 

∑ ∑ ∑ 𝛿𝑢′(𝜏) 𝑓𝑢
′(𝜏, 𝑥1, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))

𝑡1−1

𝑠=𝑡0

𝑡1−1

𝜏=𝑡0

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 𝑀(𝜏, 𝑠, 𝑥) 𝑓𝑢(𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑠, 𝑥), 𝑢(𝑠))𝛿𝑢(𝑠) + 

+ ∑ ∑ ( ∑ 𝛿𝑢′(𝑡)𝐻𝑢𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑓𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑧(𝜏, 𝑥), 𝑢(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

𝑡−1

𝜏=𝑡0

)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 
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+ ∑ ∑ 𝛿𝑢′(𝑡) 𝐻𝑢𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥))𝛿𝑢(𝑡)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

≤ 0 .                  (3.35) 

Сформулируем результат. 

Теорема 3.2. Для оптимальности классической экстремали (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥)) необходимо, 

чтобы неравенства (3.27), (3.35) выполнялись соответственно для всех 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑞 , 𝑥 ∈ 𝑋,
𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ 𝑇.  

4. Выводы. Статья посвящена исследованию одной специфической дискретной задачи 

оптимального управления, представляющей собой дискретный аналог задачи А.И. 

Москаленко. Предполагая, что область управления - открытое множество, введены 

необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. 
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