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УДК 517.977 

 

Г.Ш. РАМАЗАНОВА 

 

ОБ ОДНОМ ЛИНЕАРИЗОВАННОМ ТИПЕ НЕОБХОДИМОГО УСЛОВИЯ  

ОПТИМАЛЬНОСТИ В СИСТЕМАХ ГУРСА-ДАРБУ 

 
Рассматривается одна задача оптимального управления системами Гурса-Дарбу с негладкой правой 

частью. Получено необходимое условие оптимальности в терминах производных по направлениям. Отдельно 

рассмотрен случай квазидифференцируемого функционала. 

Ключевые слова: система Гурса-Дарбу, необходимое условие оптимальности, условие Липшица, 

производная по направлению 

 

1. Введение. Задачи оптимального управления системами Гурса-Дарбу, начиная с работ 

[1, 2] интенсивно изучаются. Для таких задач управления установлены различные 

необходимые, достаточные условия оптимальности, изучены теоремы существования 

оптимальных управлений и скользящие режимы и т.д. (см. напр. [3-10], где имеется наиболее 

полный обзор соответствующих работ). 

 В предлагаемой работе рассматривается одна задача оптимального управления 

системами Гурса-Дарбу при предположении, что правая часть уравнения по вектору 

состояния, ее частным производным и вектору управления имеет производные по любому 

направлению и удовлетворяет условию Липшица. В терминах производных по направлениям 

получено необходимое условие оптимальности первого порядка. Отдельно рассмотрен 

случай квазидифференцируемого функционала. Заметим, что ряд необходимых условий 

оптимальности в негладких задачах оптимального управления обыкновенными 

динамическими системами изучены в работах [11-17] и др. 

2. Постановка задачи. Пусть управляемый процесс в области  

𝐷 = [𝑡0, 𝑡1] × [𝑥0, 𝑥1]  описывается системой нелинейных гиперболических уравнений 

𝑧𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥, 𝑢),                                                  (2.1) 

 

с краевыми условиями 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥),      𝑥 ∈ 𝑋 = [𝑥0, 𝑥1], 
𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡),     𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1],                                                 (2.2) 

                                                                   𝑎(𝑥0) = 𝑏(𝑡0). 
           Здесь  𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢) – заданная  𝑛 -мерная вектор-функция, определенная и 

непрерывная в Ω = 𝐷 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑟, причем каждая ее компонента удовлетворяет в Ω 

условию Липшица по (𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢), и имеет производные по любому направлению в 

пространстве 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑟, т.е. существует предел (см. напр. 11, с. 358)    
𝜕𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥, 𝑢)

𝜕[𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4]
= 

= lim
𝛼→+0

1

𝛼
 [𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝛼𝛽1, 𝑧𝑡 + 𝛼𝛽2, 𝑧𝑥 + 𝛼𝛽3, 𝑢 + 𝛼𝛽4) − 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢)] ,      𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 

где 𝛽𝑖 ∈ 𝑅
𝑛, 𝑖 = 1, 3̅̅ ̅̅̅, 𝛽4 ∈ 𝑅

𝑟; 𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑡) – заданные 𝑛 -мерные вектор-функции, 

удовлетворяющие условию Липшица, 𝑢(𝑡, 𝑥) – 𝑟-мерная измеримая и ограниченная 

управляющая вектор-функция со значениями из заданного непустого, ограниченного и 

выпуклого множества 𝑈, т.е. 

 

𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟,   (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷.                                             (2.3) 
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Такие управляющие функции назовем допустимыми управлениями. 

В дальнейшем рассматриваются абсолютно непрерывные решения краевой задачи (2.1) 

- (2.4). Напомним, что (см. напр. [4-9]) вектор-функция 𝑧(𝑡, 𝑥) называется абсолютно 

непрерывным решением краевой задачи (2.1) - (2.2), соответствующим выбранному 

допустимому управлению 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑈), если она почти всюду в 𝐷 удовлетворяет 

уравнению (2.1), и представима в виде 

𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑥0) + ∫ ∫𝑄(𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

, 

где 𝑄(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝐷, 𝑅
𝑛) – некоторая вектор-функция. 

Соответствующие теоремы существования и единственности абсолютно непрерывного 

решения краевой задачи (2.1) - (2.2) имеются, например в [4, 8]. 

Задача заключается в минимизации функционала 

𝑆(𝑢) = Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))                                                      (2.4) 

при ограничениях (2.1) - (2.3). 

Здесь Φ(𝑧) заданная в 𝑅𝑛 скалярная функция, удовлетворяющая условию Липщица и 

имеющая производные, по любому направлению. 

Допустимое управление 𝑢(𝑡, 𝑥), доставляющее минимум функционалу (2.4) при 

ограничениях (2.1) - (2.3), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)) — оптимальным процессом. 

3. Необходимые условия минимума. Установим необходимые условия минимума, для 

задачи (2.1) - (2.4). 

Положим 

Δ𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀 (𝑣(𝑡, 𝑥) − 𝑢(𝑡, 𝑥)) = 𝜀 𝑞(𝑡, 𝑥) ,                                     (3.1) 

где q(𝑡, 𝑥) = (𝑣(𝑡, 𝑥) − 𝑢(𝑡, 𝑥)) , 𝜀 ∈ [0, 1] - произвольное число, 𝑢(𝑡, 𝑥) – заданное 

допустимое управление, а 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 произвольное допустимое управление. 

В дальнейшем будут использованы обозначения следующего типа   

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧
=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
, 

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧𝑡
=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧𝑡
, 

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧𝑥
=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧𝑥
, 

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑢
=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢
. 

Пусть 𝑢(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝜀 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀), где ∆𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀) 
специальное приращение состояния 𝑧(𝑡, 𝑥), отвечающее специальному приращению (3.1) 

управления 𝑢(𝑡, 𝑥). 
Положим                                

ℎ(𝑡, 𝑥) = lim
𝜀→0

𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀) − 𝑧(𝑡, 𝑥)

𝜀
, 

ℎ𝑡(𝑡, 𝑥) = lim
𝜀→0

𝑧𝑡(𝑡, 𝑥;  𝜀) − 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)

𝜀
,                                               (3.2) 

 ℎ𝑥(𝑡, 𝑥) = lim
𝜀→0

𝑧𝑥(𝑡, 𝑥;  𝜀) − 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)

𝜀
. 

Здесь  
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ℎ(𝑡, 𝑥) = (ℎ(1)(𝑡, 𝑥), ℎ(2)(𝑡, 𝑥), ℎ(𝑛)(𝑡, 𝑥)) ′, 

ℎ𝑡(𝑡, 𝑥) = (ℎ𝑡
(1)(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡

(2)(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡
(𝑛)(𝑡, 𝑥)) ′, 

ℎ𝑥(𝑡, 𝑥) = (ℎ𝑥
(1)(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥

(2)(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥
(𝑛)(𝑡, 𝑥)) ′, 

где ℎ(𝑖)(𝑡, 𝑥) —  𝑖-я координата вектора ℎ(𝑡, 𝑥), а (′) штрих оператор транспонирования. 

Из (2.1) - (2.2) ясно, что 

𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑥0) + 

+ ∫ ∫𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠;  𝜀), 𝑧𝑡(𝜏, 𝑠;  𝜀), 𝑧𝑥(𝜏, 𝑠;  𝜀), 𝑢(𝜏, 𝑠;  𝜀)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 .                 (3.3) 

Из (3.3), в силу условий, наложенных на правую часть системы (2.1), получаем, что 

ℎ(𝑡, 𝑥), определяемая формулой (3.2), является решением краевой задачи 

ℎ𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕[ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥(𝑡, 𝑥)]
  , 

ℎ(𝑡0, 𝑥) = 0 ,      𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] ,                                                      (3.4) 
ℎ(𝑡, 𝑥0) = 0 ,      𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] . 

Здесь и в дальнейшем использованы обозначения типа 

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕[ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥(𝑡, 𝑥)]
=

(

 
 
 
 
 

𝜕𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕[ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥(𝑡, 𝑥)]

𝜕𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕[ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥(𝑡, 𝑥)]
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝜕𝑓𝑛(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕[ℎ(𝑡, 𝑥), ℎ𝑡(𝑡, 𝑥), ℎ𝑥(𝑡, 𝑥)])

 
 
 
 
 

  . 

Таким образом, получаем, что 

{

𝑧(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝜀 ℎ(𝑡, 𝑥) + 𝜊1(𝜀; 𝑡, 𝑥) ,

𝑧𝑡(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝜀 ℎ𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝜊2(𝜀; 𝑡, 𝑥) ,

𝑧𝑥(𝑡, 𝑥;  𝜀) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝜀 ℎ𝑥(𝑡, 𝑥) + 𝜊3(𝜀; 𝑡, 𝑥) .

                                     (3.5) 

Так как функция Φ(𝑧) дифференцируема по направлениям и удовлетворяет условию 

Липшица, то используя (3.5) имеем 

𝑆(𝑢(𝑡, 𝑥;  𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑡, 𝑥)) = Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1) + 𝜀 ℎ(𝑡1, 𝑥1) + 𝜊(𝜀; 𝑡1, 𝑥1)) − Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1)) = 

= 𝜀 
𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕ℎ(𝑡1, 𝑥1)
+ 𝜊(𝜀) . 

Отсюда получаем следующий результат. 

Теорема 3.1. Для того чтобы допустимое управление 𝑢(𝑡, 𝑥) было оптимальным 

управлением необходимо, чтобы неравенство 

𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕ℎ(𝑡1, 𝑥1)
≥ 0                                                                  (3.6) 

выполнялось для всех допустимых вариаций ℎ(𝑡1, 𝑥1) состояния 𝑧(𝑡1, 𝑥1) системы (2.1) - 

(2.2). 

Неравенство (3.6) является довольно общим, и учитывает особенности (в связи с 

негладкостью правой части системы (2.2) и функционала (2.1)) задачи (2.1) - (2.3). Для того 

чтобы из нее получить более конструктивно проверяемые необходимые условия 

оптимальности, надо конечно использовать специфические свойства функций 
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𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢) и Φ(𝑧). 
Предположим, что 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢) – гладкая функция, то есть имеет непрерывные 

производные по (𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢). При сделанных предположениях краевая задача (3.4) имеет вид 

ℎ𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧
 ℎ(𝑡, 𝑥) +

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧𝑡
ℎ𝑡(𝑡, 𝑥) +

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧𝑥
ℎ𝑥(𝑡, 𝑥) +                 (3.7) 

+
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑢
(𝑣(𝑡, 𝑥) − 𝑢(𝑡, 𝑥)) , 

ℎ(𝑡0, 𝑥) = 0 ,      𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] ,                                                      (3.8) 
ℎ(𝑡, 𝑥0) = 0 ,      𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] . 

Пусть далее, функция Φ(𝑧) квазидифференцируема в точке 𝑧(𝑡1, 𝑥1). Тогда по 

определению квазидифференцируемой функции (см. напр. [11, с. 128-152; 12, с. 255-263]) 

неравенство (3.6) имеет вид 

𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕ℎ(𝑡1, 𝑥1)
= max
𝐴∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

𝐴′ ℎ(𝑡1, 𝑥1) + min
𝐵∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

𝐵′ ℎ(𝑡1, 𝑥1) ≥ 0 .        (3.9) 

Здесь [𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1)) , 𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))] – квазидифференциал функции Φ(𝑧) в точке 

𝑧(𝑡1, 𝑥1), где 𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1)), 𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1)) –  выпуклые компактные множества (см. напр. 11, 

с. 130, 12, с. 176). 

Решение краевой задачи (3.7)-(3.8) допускает представление (см. напр. [9, с. 9-11]) 

ℎ(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫𝑅(𝑡, 𝑥;  𝜏, 𝑠) 
𝜕𝑓(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑢
 (𝑣(𝜏, 𝑠) − 𝑢(𝜏, 𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 , 

где 𝑅(𝑡, 𝑥;  𝜏, 𝑠) (𝑛 × 𝑛) матричная функция, являющаяся решением уравнения 

𝑅(𝑡, 𝑥;  𝜏, 𝑠) = 𝐸 + ∫∫𝑅(𝑡, 𝑥;  𝛼, 𝛽) 
𝜕𝑓(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑧
 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑠

𝑡

𝜏

+∫𝑅(𝑡, 𝑥;  𝛼, 𝑠) 
𝜕𝑓(𝛼, 𝑠)

𝜕𝑧𝑠
 𝑑𝑠 +

𝑡

𝜏

 

+∫𝑅(𝑡, 𝑥;  𝜏, 𝛽) 
𝜕𝑓(𝜏, 𝛽)

𝜕𝑧𝜏
 𝑑𝜏

𝑥

𝑠

 , 

                                                     (𝐸 - (𝑛 × 𝑛) единичная матрица). 

Поэтому из неравенства (3.9) имеем 

𝜕Φ(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕ℎ(𝑡1, 𝑥1)
= max
𝐴∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

∫ ∫𝐴′𝑅(𝑡1, 𝑥1;  𝜏, 𝑠) 
𝜕𝑓(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑢
 (𝑣(𝜏, 𝑠) − 𝑢(𝜏, 𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

+

𝑡

𝑡0

 

+ min
𝐵∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

∫ ∫𝐵′𝑅(𝑡1, 𝑥1;  𝜏, 𝑠) 
𝜕𝑓(𝜏, 𝑠)

𝜕𝑢
 (𝑣(𝜏, 𝑠) − 𝑢(𝜏, 𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

≥ 0 .            (3.10) 

Положим 

Ψ𝐴(𝜏, 𝑠) = 𝑅
′(𝑡1, 𝑥1;  𝜏, 𝑠) 𝑨 , 

Ψ𝐵(𝜏, 𝑠) = 𝑅
′(𝑡1, 𝑥1;  𝜏, 𝑠)𝑩 , 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑣, Ψ𝐴(𝑡, 𝑥)) = Ψ′𝐴(𝑡, 𝑥) 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥)) . 
Тогда неравенство (3.9) записывается в виде 

max
𝐴∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

[∫ ∫𝐻𝑢(𝜏, 𝑠, 𝑧, 𝑧𝜏, 𝑧𝑠, 𝑢, Ψ𝐴) (𝑣(𝜏, 𝑠) − 𝑢(𝜏, 𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

] + 
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+ min
𝐵∈𝜕Φ(𝑧(𝑡1,𝑥1))

[∫ ∫𝐻𝑢(𝜏, 𝑠, 𝑧, 𝑧𝜏, 𝑧𝑠, Ψ𝐵) (𝑣(𝜏, 𝑠) − 𝑢(𝜏, 𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

] ≥ 0 ,        (3.11) 

для всех 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷. 

Теорема 3.2. Пусть 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢) непрерывно дифференцируемая, по (𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥, 𝑢) 
вектор-функция, а Φ(𝑧) квазидифференцируемая скалярная функция. Тогда для 

оптимальности допустимого управления 𝑢(𝑡, 𝑥) в задаче (2.1) - (2.4) необходимо, чтобы 

неравенство (3.11) выполнялось для всех 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷. 

4. Выводы. В работе исследуется одна негладкая задача оптимального управления, 

описываемая системой Гурса-Дарбу. Выведен ряд необходимых условий оптимальности, в 

терминах производных по направлениям. Отдельно рассмотрен случай 

квазидифференцируемого функционала.  
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Qursa-Darbu sistemlərində bir xəttiləşdirilmiş tip zəruri şərt haqqında 

Qursa-Darbu sistemləri ilə təsvir olunan bir hamar olmayan optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq 

üçün zəruri şərtlər alınmışdır. 
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