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VERILONLORI INTERVALLAR OLAN TAMODODLI PROQRAMLASDIRMA
MOSOLOSININ SUBOPTIMIST VO SUBPESSIMIST HOLLORININ QURULMASI UCUN
QEYRI-XOTTIi CORIMO USULU VO XOTANIN QiYMOTLONDIRILMOSI

Verilanlari tamadadli intervallar olan tamadadii programlasdirma masalasinda optimist, pessimist, suboptimist
va subpessimist hall anlayislar: verilmisdir. Suboptimist va subpessimist hallorin qurulmas: iigiin “geyri-xatti carima”
adly tisul iglonmisdir. Bu tisulun verdiyi hollin optimal halldon olan xatas: giymoatlondirilmisdir. Bu magsadlo uygun
Lagranj tipli funksiya qurulmus, gostorilmisdir ki, bu funksiyanin minimal giymati maSalonin uygun olaraq suboptimist
Vo subpessimist qiymatlori iigiin yuxart sarhadlor verir vo homin funksiyamin minimallagmasi ti¢tin iKi algoritm
islonmisdir. Miixtalif boyiik ol¢iilii masalolor iizarinda genis hesablama eksperimentlori aparilmisdir. Bu eksperimentlor
isdo toklif olunmus tisullarin kifayat qador effektiv oldugunu bir daha tasdiq etmisdir.

Acar sozlar: intervalli tamododli programlasdirma masalasi, optimist, pessimist, suboptimist vo subpessimist
hollar, geyri-xotti corimos, Laqranj funksiyasi, yuxari sarhad, hesablama eksperimentlori

1. Girig. Verilonlori tamodadli intervallar olan asagidaki kimi masaloya baxaq:

n
Z[gj,Ej]xJ- - max, (1.1)
j=1
laj @jlx; < [bub],  (G=1m), (1.2)
j=1
0<x; < dj , Xj Vo d]- — tamdirlar , (j = 1,_n) . (1.3)

Burada forz edirik ki, ¢;>0,¢;>0,a;;20,a;;=20,b;>0,b;>0(=1m, j=
=1,n ) verilmis tam ododlordir. Qeyd edok ki, (1.1)-(1.3) mosalasine intervalli tamodadli prog-
ramlasdirma masalasi do deyilir [1, 5.1629-1636; 2, 5.786-791; 3, 5.316-324].

(1.1)-(1.3) mosalasinin optimal halli dedikdas, (1.3) sortini 6dayan elo X = (x4, x5, ..., X)
vektoru basa dusulur kl, Val-j € [Ql’j,aij], Vbl € [Qi'bi] Va VC] € [EJ'E]] (l = 1,m) , (] = 1,n)
odadlari tigiin (1.1) funksiyast maksimal qiymot alsin. Aydindir ki, bu masslonin optimal hallinin
tapilmasi, NP-tam sinfo daxil olan kiilli miqdarda masalo hall etmoklo baglidir. Bu iss heg bir
realliga sigmur.

Kegon asrin 80-c1 illorindon baglayaraq (1.1)-(1.3) mosalasi miixtalif modellar soklinds todgiq
olunurlar [2, s.786-791; 4, s.25-31; 5, s.42-47; 6, s.170]. Bu islordo mosoalonin verilonlari ya geyri
doaqiq sokilda, ya da miiayyan sartlori 6dayan sinifdon segilir. Bu zaman baxilan masalani hall etmok
liglin miixtolif strategiyalar se¢ilmisdir. Bu strategiyalarin mahiyyati mislliflorin [7, 5.164-173; 8, s.
99-108] islarinds aydinlasdirilmigdir.

Qeyd edok ki, [8, 5.99-108] isindo miialliflor intervalli Bul programlagdirma masalasinin sub-
optimist vo subpessimist hollorinin qurulmasi vo uygun xotalarin giymatlondirilmasi masalasini hall
etmislor. Bu isdo iSo homin tsullar intervalli tamodadli proqramlagma mosalosi halina {imumi-
logdirilmisdir.

(1.1)-(1.3) masalasinda ilkin verilonlor tobii olaraq asagidaki sortlori 6domolidir. Belo
ki,vi, (i = 1, m) némrasi ti¢iin
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olmalidir. ©ks halda X = (d4, d,, ...d,;) vektoru (1.2) sistemini 6dadiyindan, bu hall masalanin op-
timal halli olar. Digor torafdon miiayyan i, nomrasi tigiin
n

zai*jdj < b,

j=1
olarsa, hamin barabarsizlik mohdudiyyat taskil etmadiyindan onu sistemdon ¢ixarmaq lazimdir.

Bu mogalads biz (1.1)-(1.3) masalasi ti¢iin miimkiin hall, optimist, pessimist, suboptimist vo
subpessimist holl anlayislar1 vermisik. Suboptimist vo subpessimist hoallorinin tapilmasi tigtin bir
isul islomisik. Bundan olave (1.1)-(1.3) mosoalosi ii¢iin Laqranj tipli funksiya qurmusug.
Gostormisik ki, bu funksiyanin minimal qiymati (1.1)-(1.3) masalasinin suboptimist vo subpessimist
giymatlori Giglin uygun yuxart sorhadlordir. Ona goére do qurdugumuz Laqranj tipli funksiyanin
minimallagsma alqoritmini islomisik va naticads (1.1)-(1.3) masalasinin suboptimist vo subpessimist
hallarinin optimist va pessimist hallordon olan xatasini qiymotlondirmisik.

2. Masalanin qoyulusu. Ovvolca (1.1)-(1.3) mosalasino bir igtisadi interpretasiya verok.
Tutaq ki, miiayyan bir sirkat (firma, miiassisa va S.) sayla ifado olunan migdarda n név mohsul

istehsal etmalidir. Har bir j-ci (j = 1,n) név mohsulun bir vahidinin giymati [c;,¢;] (j = 1,n)

intervalinda yerlagon tam adodlordir. Forz edok ki, bu mohsullarin istehsali tigiin [Qi,zi] (i=1m)
intervalindaki tam adadlor godor resurslar (vesaitlor vo s) ayrilmisdir. Tutaq Ki, j-ci név mohsulun
bir vahidinin istehsalina i-Ci név resursdan [gi Iz j] (i = 1,m) intervalinda yerlogon tam odadlor-
don sorf olunmalidir. Bu masalanin riyazi modelini qurmagq iigiin x; (j = 1,n) ilo istehsal olunast j-
Ci ( j= 1,_n) ndv mohsulun miqdarini isars edok. Aydindir ki, istehsal olunast j-ci (j = 1,_n) nov

mohsulun miqdar1 mohdud olmalidir, yoni 0 < x; < d;, (j= 1,_n) sorti 6donmolidir. Beloliklo,
yuxaridaki isarolomolari nozars alsaq, baxilan masalonin riyazi modeli (1.1)-(1.3) soklinds olar.

Qeyd edok ki, (1.1)-(1.3) masalasinin amsallarindaki intervallarin omsallarin asagi vo yuxari
sorhodlori iist-listo diisdiikdo xiisusi hal kimi molum tamodadli programlasdirma mosoalasi alinir.
Digor torofdon tamodadli programlagdirma masalolori NP-tam sinifds, yoni “catin hall olunan
masalalor” sinfindo oldugundan onun timumilogmis formasi olan (1.1)-(1.3) masalasi do NP-tam
sinifdo olar. Basqa s6zlo bu masalalorin optimal hallinin tapilmasi iigiin polinomial zaman
miirokkablikli tsullar yoxdur. Qeyd edok ki,(1.1)-(1.3) masalosindo optimal hall anlayislarinin
verilmasi praktika néqteyi nazarindon diizgiin alinmir. Ciinki, bir neg¢o intervallar cominin maksimal
olmas1 va miioyyan intervallar cominin har hansi geyd olunmus intervallardan boyiik olmamasi sorti
igtisadi cohatdon diizgiin mona dasimir. Ona gora do (1.1)-(1.3) mosalasi ti¢iin uygun miimkiin hall,
optimist, pessimist, suboptimist vo subpessimist holl anlayiglarin1 verib, onlarin tapilmasi
algoritmlarini islomisik.

3. Usulun nazari asaslandirilmasi. Hor seydon ovval [7, s.164-173] isino osaslanarag, orada
Bul proglamlasdirilmast masalosine gora verilmis anlayislari tamoadadli proqramlagdirma masalasi
ticlin imumilasdirak.

Torif 1.V a;; € [a;;,@;;] vo V b; € [by, b;], (i = 1,m; j = 1,n) tam odadleri iigiin

n

Zaijxj < b, ({=1m)
j=1
0<x;<d;,(j=1n)
sortlorini 6dayan istonilon n 6l¢iili tamoadadli X = (x4, x5, ..., x,,) vektoruna (1.1)-(1.3) masalasinin
miimkiin holli deyacayik.
Qeyd edak Ki, torif 1-do verilmis miimkiin hall anlayisina gora (1.1)-(1.3) masalasinds optimal
hall, optimal giymat, optimal giymatin yuxart sarhaddi vo s. anlayiglar1 klassik anlayislardan forgli
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olur. Ciinki, (1.2) mahdudiyyat sortlorinin 6donilmasi tiglin bir nega intervallar cominin verilmis

[Ql-, bl-], (i = 1,m) intervallarindan uygun olaraq boyiik olmamasi1 vo eyni zamanda (1.1) funksiya-
sinda uygun intervallar cominin maksimal yaxud miimkiin qadar bdyiik olmasi kimi yeni anlayis-
larinin verilmasi tolobati meydana ¢ixir. Ona gora do, biz asagidaki toriflori veririk.
Tarif 2. (1.1)-(1.3) masalasinin miimkiin hallarindan
n

zQijij bi! (l=1,m)

j=1
sortlorini 6dayan va

n
j=1

funksiyasina an boyiik qiymot veron X° = (x7, x5, ..., x5) vektoruna masalonin optimist halli,

n

fe= ZEJ"J'O
j=1
adadins iso bu masalonin optimist giymati deyacoyik. Burada b; € [Ql-,El-] (i = 1,m) geyd olun-
mus adadlordir.
Tarif 3. (1.1)-(1.3) masoalasinin miimkiin hallarindon
n

ZEUXJS bi' (l:].,m)

j=1
n

funksiyasina on bdyiik qiymat veran X? = (x?, x é’, ..., xF) vektoruna masalonin pessimist halli,
n

sortlorini 6dayan va

M

adodino iso bu masslonin pessimist giymati deyac;;ylk. Burada b; € [b;, b;] (i = 1,m) geyd olun-
mus adadlordir.
Torif 4. (1.1)-(1.3) moasalasinin miimkiin hallorindon
n

ZQUX]S bi' (l=1,m)

j=1
sortlorini 6doyan vo miisyyon bir kriteriyaya goro

f=

CjXj

siPV1=

j
funksiyasina on boyiik giymot veron X° = (x{°, x5°, ..., x;°) vektoruna masalonin suboptimist

halli,
n
50 — = ,-S0

j=1
odadins iso bu masalonin suboptimist qiymeti deyocoyik. Burada b; € [b;, b;] (i = 1,m) qeyd
olunmus odadlordir.
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Tarif 5. (1.1)-(1.3) masalosinin miimkiin hallarindan
n

ZEUX]S bi, (l=1,m)

j=1
sartlorini 6doyan vo miiayyan bir kriteriyaya gora
n

f= Zijj

funksiyasina an bdyiik qiymot veron X*P = (x1 ,xgp, .., X;0) vektoruna masalonin subpessimist

halli,
n
Ssp — ASP
Fr =
Jj=1

adodins iso bu masalonin subpessimist giymoti deyocayik. Burada b; € [b;, b;] (i = 1,m) geyd
olunmus odadlordir.

(1.1)-(1.3) masalasinin suboptimist vo subpessimist hallorinin qurulmast mogsadilo (1.2)
sisteminin sag toraflorini intervallar avazina qeyd olunmus adadlor se¢gmoakla bu masaloni asagidaki
formada yazag.

Z[CJ,CJ]JCJ - max (3.1)

Z[au, 3 (i=Tm) (3.2)

0<x; < d x; ve d;j — tamdirlar (j =1,n ) (3.3)
Burada a;; >0, @;; >0, b; e[bl,b] ;> 0, b; >0, 0, ¢j >0, >0 (i=1m,j=
L_n) verilmis ododlordir vo a;; < a;; <b; (i = 1,m,j = 1,n) sortlori 6donilmalidir. (3.1)-(3.3)

mosalasini asagidaki ekvivalent formada yazaq.
n

Z[gj,Ej]x,- - max X))
j=1
n
Dlay @y <1, (i=Tm) (3.5)
j=1
0<x;<d; , xj ved;— tamdirlar (j =1,n ) (3.6)

Burada aij = gij/bi , Eij = aU/bl ( i = 1,m,j =1,_n) vo O Sgij <10< Ei]- <1,
(i=1,m, j = 1,n) kimi tapilnusdir. Asagidaki isarelomalori gobul edok.

Bj = (Q1j:ﬁ2j'---fgmj)T' P] = (alj,azj,...,amj)’r, (] = 1,n),
P, =(11,..,1)T.

Qeyd edok ki, suboptimist va subpessimist hallarinin qurulmas1 prosesi X = (0,0, ...,0)
hollindon basglayir. ©vvalca, (3.4)-(3.6) mosalasinin X5° = (x7°,x3°, ..., x5°) suboptimist hallini
gurma prosesins baxaq (subpessimist hillin qurulma prosesi do analoji qaydada aparilir).

Biz miioyyan j, ndmrasi figiin x;°: = x;° + 1 gobul etmisikso, onda ndvbati x;°: = x7° + 1 (
j =1,n) secimlori iiciin (3.5) sisteminin sag toroflorinds P, = (1 — G, 1=z, .., 1—any;)
resurslar1 galar. Bu zaman P, qaliq resurslarindan novbati dofs istifade etmoys miioyyan giymot
(corimo) qoymaq lazimdir. Onda, hor hansi i némrasi {i¢lin 1-a;;, qaliq resursu kigildikca (yoni
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defisit resursdursa) homin resursdan istifado etmoyin giymati (corimasi) boyiik olmalidir. Belo hall
gurma prosesi, imumiyyatlo P, qaliq resurslarindan eyni migdarda istifado etmays imkan verar. Bu
iSo 6z ndvbasinda daha yaxsi suboptimist hall qurmaga imkan yaradar.

Bu isda biz, hor bir j-ci (j = L_n), galiq resurslarindan istifads etmoayin giymati (corimo-
si) olaraq

1 —
=1 7
g (=1m) 37)

gobul etmisik. Goriindiiyii kimi hor ndvbati x; : = x;, + 1 gobul etdikda (3.7) carimalorinin moxraci
ki¢ilir. Daha timumi diistur ¢ixarmaq moaqsadilo asagidaki isaralomolori gabul edak.
w®={j|x°=1}, 0={12,..,n}, (3.8)
n= ) @y, (i=Tm) . (3.9)
jEWS?
Noticada, (3.7) diisturu avazine har dofo qaliq P, = (1 — 1y, 1 — 13, ..., 1 — 13,,) qaliq resursun-
dan istifads etmoyin giymati (corimasi) olaraq
1

g =

qi = ,  (i=1m) (3.10)

1-7
alariq. Bu zaman hor bir i (i = 1,m) ugiin 1 —r; qaliq resurslar1 azaldigca onlardan istifade
etmoys qoyulan g; (i = 1,m) giymatlorin (corimalorin) siirstlo vo geyri-xatti olaraq artmasi birbasa
goriiniir. Ona gora do bu isulu biz geyri-xatti corima iisulu adlandirmisiq. Belo halda defisit
resursdan, yani (3.5) sisteminin daha ¢ox ki¢ilmis sag toraflorindan istifado mohdudlasar. Bu zaman
hor hanst j nomrosi figiin x7°: = x7° + 1 gobul edilorss qaliq resurslardan istifado etmoyin imumi
giymati ( corimasi)

m

Q=) aya (e (311)

i=1
godor olar. Onda (3.4) funksiyasiin vahid qiymata (Corimays Vo ya Xorco) diison artimi iso optimist
strategiyalar tiglin
- Ci
fi=g UeD) (3.12)
Xj
toskil edor. Tobii olarag elo j, némrasi seib x;°: = x;? + 1 gobul etmoliyik Ki, j, nomrosi asagidaki
miinasibatdon tapilsin.
J. = arg r}}ia})x {f}.} Vo ya r]r_}sa})x {fj} :fj* (3.13)
olsun.

Bu kriteriyalardan istifado etmoklo (3.1)-(3.3) mosalasinin (vo ya (3.4)-(3.6) mosalasinin)
suboptimist hallini qura bilorik. Baslangicda X*° = (0,0, ...,0) gobul edib, (3.13) kriteriyasi ilo hor
dofo yeni j, nomrasi segilir vo x;,: = x;, + 1 gobul etmoyin miimkiinliiyli yoxlamlir. Bu proses o
zaman baga ¢atir ki, daha he¢ bir x; (j = 1,n) doyisoninin cari giymotini artirmaq miimkiin
olmasin. Bela hall qurma prosesini bir goador otrafli yazagq.

Ilkin olaraq, b; := b;, (i = 1,m) qobul edib (3.4)-(3.6) mosalosini qururuq. Sonra baslangic

X*%° = (0,0, ...,0) hoallini gobul edirik. Onda (3.8) diisturuna géra w*° =@ vo (3.9), (3.10)
diisturlaria géro 1; = 0, q; = 1 (i = 1,m) alariq. Bundan sonra (3.11), (3.12) vo (3.13) diistur-
larindan ardicil istifado etmoklo miioyyon j, némrasi tapiriq. ©ger P;, < Py Vo x;, +1 < d;, olarsa,

onda Py :=Py— P, x°:=x"+1 vo 0 = w*U{j,} gobul edirik. Aydindir ki, eyni bir j,-
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nomrasi bir nego dofo tokraren tapila bilor. Oks halda, yoni P;, < P, miinasibati he¢ olmasa bir done
koordinat ii¢iin 6denilmadikdo vo ya x;, +1 > d;, olsa, 2:= 02\{j,} gebul edib (3.13) diisturu ilo
novbati j, nomrasi tapilir.
Bu gayda ilo hall qurma prosesi 2 = @ olana kimi davam etdirilir. Noticads (3.1)-(3.3)
masalasinin X5 = (x7°, x5, ..., x;°) suboptimist hallini vo buna uygun olan
n

fso — z ijjso

j=1
suboptimist giymatini alariq.
Qeyd etmok lazimdir ki, (3.4)-(3.6) masalasinin subpessimist hallini do yuxaridaki qaydaya
analoji olaraq qurmaq olar. Bu zaman baslangicda X°? = (0,0, ...,0) gobul olunur va (3.7)-(3.13)
diisturlar1 uygun olaraq asagidaki formalari alar:

1
9= (i=Tm), 07 =157 21}, 2=(12..n),
1—a;
Fi= Z Eijijp, (l=1,m),
JEWSP
1 & Cj
G=1—=.(i=Tm). Q=) @.q (Jen, f== (e,
: i=1 QJ

J. = arg rjneabx{]_fj} .
Bu kamiyyatlardan istifado etmoklo (3.1)-(3.3) (yaxud (3.4)-(3.6)) mosoalasinin X5 =
(x;? ,x2 , e, X;P)  subpessimist hollinin  qurulma prosesi yuxarida verdiyimiz < XS° =
(x3°,x5°, ..., x;2) suboptimist hallin qurulma prosesi ilo eynidir. Bu zaman
n

— Sp
fr= Z CjX;j

j=1
alariq.

Nozoro gatdiraq ki, geyri-xatti corimo (giymatlondirma) anlayist ilk dofo omsallari sabit
odadlar olan Bul programlasdirmast masalasi tiglin [9, 5.1443-1453] isinda verilmisdir. Bu isdoa iso
homin anlayis omsallar1 intervallar soklindo olan tam odadli proqgramlasdirma masalasi halina
imumilosdirilmisdir.

Biz (3.1)-(3.3) masalasinin suboptimist vo ya subpessimist hallorini qurarkan (3.2) sisteminin
sag torafloring fikss olunmus b; ( b; € b, b;]) (i = 1,m ) adodlarini yazmisiq. On yaxsi subopti-
mist va subpessimist hallar isa [gi,Ei] (i = 1,m) intervalindaki biitiin tam odadlors baxdigdan
sonra tapilar. Demali, har bir i ( i=1, m) t¢lin [Q,Ei] intervalinin uzunlugu kifayat godor boyiik
olarsa, onda buradaki geyd olunmus b; ( i=1m ) odadloari ti¢lin haddon artiq goxlu sayda masaloa
holl olunmalidir. ©On yaxsi suboptimist Vo subpessimist hallari itirmamak sortilo, hall olunasi
masalalorin saymi azaltmaq tigiin biz [Qi, bi] ( i=1, m) intervalina “dixotomiya” (yariya bolmo)
prinsipini totbiq edacayik.

-0 —_ _—

Baslangicda b? =b;; b; =b(i=1,m) qeyd edib yadda saxlayag. Sonra b; =
b; (i =1m ) gobul edib, (3 1)-(3.3) mosoalasindon alinan uygun (3.4)-(3.6) masalasini hall etmoklo
miioyyan X0 = (x5°,x5°, ..., x3°) suboptimist vo X7 = (x;F, x,", ..., x,, ) subpessimist hollarini
tapmagq olar. Onda (3.4) funk51yas1n1n suboptimist vo subpessimist giymatlori uygun olaraq
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n n
= z Cixi®  ve fP= Z cjx;?

j=1 j=1
olacag. Lakin biz elo X° = (x{,x9,...,x3) suboptimist vo XP = (x?,x%,...,x%) subpessimist
hallarini tapmagq istayirik ki, (3.4) funksiyasinin buna uygun olan qiymati f%° vo f*P giymatlorin-
don kigik olmasin ve homin hallin tolob etdiyi b;(i = 1,m ) tam ododlori (resurslari) ilkin verilon
b;(i =1,m ) tam odadlorinden kigik olsun. Bu mogsadlo dixotomiya prinsipindan istifads edaco-
yik. ©wvalco b; = [(b; + b;)/2] (i = 1,m ) ([2] il z adadinin tam hissasi isaro olunub) geyd edib,
alinmis (3.4)-(3.6) masalosinin - X° = (x2,x%, ..., x3) suboptimist vo XP = (xF,x?,...,x%) sub-

pessimist hallarini vo uygun
n n

fe ’_ZCJJ ve  fPi= Zgjx]p
j=1 j=1

suboptimist vo subpessimist giymatlorini tapiriq. ©gor f° < f%° (fP < fP) olsa, onda b; =
bi(i=1,m) oks halda, yoni f°=f° (f? = f) olsa, onda x/°:=x/ (x7 =x7)(j
1,n), f=f° (f =fP) vo b; :=b;(i =1,m) yazmagla yenidon b; := [(b; + b;)/2] (i =
L_m) gobul edirik. Bundan sonra novboti (3.1)-(3.3) masalasini quraraq burada (3.4)-(3.6)
masalasini alib, onu hall edirik. Bu hesablama prosesini 0 vaxta godar davam etdiririk ki, novbati
yariya bolmo zamani tapilmis b; (i = ﬁ) adadlari tiglin b = bl-(i = L_m) olsun. Bu prosesda
yadda saxlanmis X5° = (x§°,x5°, ...,x5%) (X5P = (x;F, %57, e, %50 )) Vo £5° (fSP) uygun olaraq
baxilan masalanin suboptimist (subpe55|m|st) halli va suboptimist ( subpessimist) giymati olar.

Qeyd etmok lazimdir ki, yariya bolma prosesi basglayarkon (1.2) sisteminin sag tarafindo veril-
mis Ei (i = 1,_m) adadini E?(l = 1,_m) kimi yadda saxlayib, Ei (L' = 1,_m) adadini doyismisik.
Ona goro do toklif etdiyimiz tisulun no dorocado keyfiyyoatli olmasini aydinlagdirmaq iigiin 4; =

b? — bl-(i = L_m) komiyyatlorini miixtolif 6l¢iilii masalolor {izorindo eksperimentlor apardigdan
sonra analiz etmoliyik.

Bundan olavs, tapilmis suboptimist vo subpessimist giymatlorin optimist vo pessimist
giymatlordon olan xotalarin1 giymatlondirmoak iigiin uygun xotti proqramlasdirma masalalari hall
olunmalidir. Lakin Xatti programlagdirma mosalosi Kimi boyiik 6l¢iilii moesalolorin hall olunmasi
miioyyoan ¢atinliklorlo baglidir. Digor torofdon eyni olgiilii ¢coxlu sayda mixtalif masalolor hall
etdiyimizdan, onlart ham da Xatti programlasdirma masalasi kimi holl etmak miioyyan problemlor
yaradar (mas. vaxt, yaddas va S.). Bu magsadla hamin Xatalarin asanligla giymatlondirilmasi tigiin
biz agagidaki kimi Laqranj tipli funksiyalar qurmusugq.

m
L°(Ay Ay, oo Ary) = Z ¢d, +Z(bi _ Z a;d) A;,

JEW® i=1 JEW®
m
P, Ay oy 1)) = z ¢jd; +Z(bi — Z a,d) ;.
JEWP i=1 JEWP
Burada
m m
w°={j|zj_22ij/1i>ol; wp:{j|£j_25ij/1i>0};
i=1 i=1

b; (i=1,m)iss [Qi,gi] (i = 1, m) intervalinda olan qeyd olunmus adadlordir.
Bundan olavo asagidaki teoremi do isbat etmigik.
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Teorem. (1.1)-(1.3) mesalasinin f°- optimist va fP- pessimist giymatlori ii¢iin

f°< I{li{)l L°(A4, Ay, s ), fP < an;g LP (A4, A, ooy An),
| fosfe, frfr
miinasibatlori dogrudur.

Noticada, f%° va f*P giymatlorinin yuxari sorhadlori olan fso Vo fsp ododlarini tapmagq tigiin
L° (A4, Ay, iy Apy) VO LP(A4, A5, ..., A,y,) funksiyalarini uygun olaraq minimallasdirmaliyiq. Onda
suboptimist va subpessimist giymatlori ti¢iin §5° vo §°P nisbi Xotalar1 uygun olaraq asagidaki kimi
hesablanar.

—so —Sso0 —sp —sp
s <(F ) [F, SP<F ) [

4. Hesablama eksperimentlarinin naticalari. Bu isdo toklif olunmus tisullarin keyfiyystlorini
aydinlasdirmaq magsadilo, homin tsullarin “Delphi-7” dilinde proqramlart qurulmus vo miixtalif
olgiilii masalalor lizorinds genis hesablama eksperimentlori aparilmigdir. Hall olunmus masalalarin
omsallar1 agagidaki kimi segilmis tosadiifi tam oadoadlordir.
0<a;<999 0<a;<999, 0<¢; <999, 0<(;<999 (i=1m,j=1n)

Bu zaman a;; < g;; olarsa, a;; == a;; + 10 Vo ¢; < ¢; olduqda iso ¢;:=¢;j+ 10 vo d; =10,
(j = 1,n) gobul edirik.
Bundan slavs b; Vo b; (i = L_m)adadlarini asagidaki kimi toyin edirik:
1% _ il _
Qi = §Zgl}d] , bi = §Za”d] (L=1,m )
j=1 j=1

Asagidaki codvallordo hesablama eksperimentlarinin noticalori verilmisdir. Bu cadvallorda
goabul olunmus isaralomolor asagidakilardir:

N — eyni Ol¢iilii mixtalif masalolorin nomraloridir. Qeyd edok ki, eksperimentlords eyni
oOl¢iilii bes mixtalif masals hall olunmusdur.

50 3P — (1.1) funksiyasmin uygun olaraq qgeyri-Xatti corima iisullari ilo tapilmis subopti-
mist vo subpessimist giymatloridir.

—S0 —sp —so —sp . - D .

fser Fser Foqm For — (1.1) funksiyasinin suboptimist vo subpessimist giymotlorinin uygun
olaraq siiratli enma vo subqradiyent sullari ilo tapilmis yuxari sorhadloridir.

550 ,58:P — (1.1) funksiyasmin geyri-xatti corimo iisulu ilo tapilmis uygun suboptimist vo
subpessimist giymatlorinin 6z yuxar1 sarhadlarindan olan nisbi xatalaridir. Bels ki,

—so —so0 —sp —Sp

6= =1/ 5" =0 —fNf -
bs°,b:P — geyri-Xatti corimo iisulunun uygun olaraq verdiyi hollore géro (1.2) sisteminds baslan-
gicda verilmis b; (i = 1, m ) sag toroflorinin orta azalma vahidlaridir. Bels ki,

1/ — 1< ~
b = E(Z(bi —by° (c))) b= ;(Z(bi — b7 (c))>,

n

B2 = ) @ (), b = ) Gyx” ().

j=1 j=1
Burada

X50(c) = (2°(0), 25°(C), ., x2(0)), XP() = (17 (0), 157 (), ., 257 (0)):
hallori isa uygun olaraq geyri-xatti corimo iisulu ilo tapilmis suboptimist vo subpessimist halloridir.
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Cadval 1
Suboptimist, subpessimist va xatalarin qgiymatlori (m X n = 20 x 100)
N 1 2 3 4 5
50 42839.0 43466.0 45047.0 44892.0 42518.0
fCSp 24466.0 25273.0 28228.0 26575.0 25225.0
]_cso 42980.0 43542.0 45147.0 44492.0 42571.0
qr
rad 24523.0 25310.0 28263.0 26584.0 25275.0
qr
+5° 42980.0 44182.0 46074.0 45483.0 42983.0
Sse
ald 24523.0 25436.0 28319.0 26613.0 25453.0
se
Ogr 0.0033 0.0017 0.0022 0.0009 0.0012
5é’r 0.0023 0.0015 0.0012 0.0003 0.0020
52, 0.0166 0.0162 0.0223 0.0130 0.0108
52, 0.0154 0.0064 0.0032 0.0014 0.0090
o 762.350 826.50 1232.15 700.10 1158.80
bg’rt 2786.40 2159.0 1648.25 1884.35 1857.95
Cadval 2
Suboptimist, subpessimist va xatalarin qiymatlori (m X n = 20 x 200)
N 1 2 3 4 5
S0 90832.0 90207.0 88570.0 89826.0 91109.0
fCSp 55517.0 55577.0 53365.0 54532.0 55487.0
]_cs" 90975.0 90272.0 88698.0 89986.0 91313.0
qr
j_rsr’ 55540.0 55598.0 53421.0 54672.0 55508.0
qr
730 92072.0 91168.0 91295.0 90898.0 92268.0
se
]_cSp 55972.0 55982.0 53559.0 54882.0 55796.0
se
Ogr 0.0016 0.0007 0.0014 0.0018 0.0022
5«% 0.0004 0.0004 0.0010 0.0026 0.0004
62, 0.0135 0.0105 0.0298 0.0118 0.0126
5Spe 0.0081 0.0072 0.0036 0.0064 0.0055
o 910.50 899.850 1235.25 1284.85 1315.55
bgrt 1758.60 1845.50 2905.45 2284.55 1854.60
Cadval 3
Suboptimist, subpessimist va xatalarin giymatlari (m x n = 20 x 500)
N 1 2 3 4 5
50 227745.0 226422.0 227421.0 225110.0 227340.0
fCSp 138775.0 137720.0 141945.0 135013.0 138202.0
]_cso 227921.0 226521.0 227596.0 225212.0 227568.0
qr
rald 138881.0 137748.0 142009.0 135063.0 138417.0
qr
=50 229042.0 228492.0 228936.0 226697.0 228944.0
se
raly 139498.0 138037.0 142653.0 135630.0 139046.0
Sse
Ogr 0.0008 0.0004 0.0008 0.0005 0.0010
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8,% 0.0008 0.0002 0.0005 0.0004 0.0016
62, 0.0057 0.0091 0.0066 0.0070 0.0070
656 0.0052 0.0023 0.0050 0.0045 0.0061
o 1552.30 1153.05 1090.60 1115.75 1074.50
bgrt 3291.0 3887.70 2408.70 5184.30 3294.65
Cadval 4
Suboptimist, subpessimist va xatalarin qiymatlori (m x n = 20 x 1000)
N 1 2 3 4 5
50 464256.0 458899.0 458792.0 453473.0 455124.0
fcs” 283346.0 283818.0 453473.0 276135.0 279826.0
]?50 464394.0 458996.0 458932.0 453707.0 455277.0
qr
rald 283439.0 283842.0 284876.0 276272.0 279939.0
qr
=50 466121.0 461027.0 461714.0 457388.0 457089.0
se
=5p 284503.0 284672.0 285337.0 276843.0 280400.0
se
Sgr 0.0003 0.0002 0.0003 0.0005 0.0003
5§r 0.0003 0.0001 0.0003 0.0005 0.0004
62, 0.0040 0.0046 0.0063 0.0086 0.0043
557"8 0.0041 0.0030 0.0020 0.0026 0.0020
Ot 1175.60 1113.40 878.650 1246.50 1043.45
bf)’rt 5252.25 3758.75 3147.60 4310.75 5015.35
Codval 5
Suboptimist, subpessimist va xatalarin qgiymatlari (m x n = 50 x 100)
N 1 2 3 4 5
50 44386.0 43443.0 42009.0 43344.0 46239.0
fCSp 27660.0 26169.0 25817.0 25790.0 27148.0
750 44461.0 43501.0 42101.0 43409.0 46364.0
qr
rald 27733.0 26205.0 25886.0 25845.0 27207.0
qr
750 45523.0 44217.0 42699.0 43976.0 47247.0
se
j_rSp 27781.0 26350.0 25975.0 26138.0 27148.0
se
53r 0.0017 0.0013 0.0022 0.0015 0.0027
55r 0.0026 0.0014 0.0027 0.0144 0.0022
62, 0.0250 0.0175 0.0162 0.0021 0.0213
5Spe 0.0044 0.0069 0.0061 0.0133 0.0041
Ot 1285.50 1433.62 1420.28 1820.56 992.46
bgrt 2247.26 2235.40 2392.60 3209.58 2599.60
Codval 6
Suboptimist, subpessimist va xatalarm qiymatlori (m X n = 50 x 200)
N 1 2 3 4 5
50 85628.0 88172.0 87225.0 90021.0 88716.0
fCSp 51359.0 53271.0 53400.0 56392.0 55348.0
=50 85756.0 88272.0 87275.0 90162.0 88855.0

qr
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]—csp 51434.0 53333.0 53445.0 56433.0 55421.0
qr
75" 86862.0 89817.0 88489.0 91291.0 89773.0
se
}?Sp 51492.0 53547.0 53526.0 56637.0 55849.0
se
Ogr 0.0015 0.0011 0.0006 0.0016 0.0016
5é’r 0.0015 0.0012 0.0008 0.0009 0.0013
62, 0.0142 0.0183 0.0143 0.0139 0.0118
sk, 0.0026 0.0052 0.0024 0.0045 0.0090
b3, 1867.92 2504.38 1989.48 2304.0 1918.50
bg’rt 4537.94 3491.14 2992.10 2955.72 3009.44
Cadval 7
Suboptimist, subpessimist va xatalarin qiymatlori (m x n = 50 x 500)
N 1 2 3 4 5
50 220769.0 224791.0 223002.0 227871.0 225052.0
s 136006.0 137442.0 137262.0 140943.0 137615.0
JTSO 220997.0 224912.0 223330.0 227952.0 225229.0
qr
rald 136108.0 137532.0 137297.0 141111.0 137751.0
qr
JTSO 223476.0 228969.0 226292.0 232313.0 227644.0
se
757’ 136689.0 137805.0 138034.0 141562.0 138374.0
se
8gr 0.0010 0.0005 0.0015 0.0004 0.0008
5é’r 0.0007 0.0007 0.0003 0.0012 0.0010
62, 0.0121 0.0144 0.0145 0.0191 0.0114
sk, 0.0050 0.0026 0.0056 0.0044 0.0055
Ot 2729.60 2779.46 3307.48 2642.30 2553.36
b(’)’rt 4259.44 5126.86 5729.96 5172.78 5845.30
Cadval 8
Suboptimist, subpessimist va xatalarm giymatlari (m X n = 50 x 1000)
N 1 2 3 4 5
f° 455946.0 446906.0 453817.0 446579.0 454114.0
P 281556.0 276982.0 284222.0 273224.0 279083.0
]—cs" 456229.0 447058.0 454227.0 446863.0 454247.0
qr
raly 281777.0 277059.0 284323.0 273347.0 279405.0
qr
+5° 460025.0 450938.0 458343.0 453950.0 458790.0
se
rale 282527.0 277733.0 284760.0 274403.0 279993.0
se
Ogr 0.0006 0.0003 0.0009 0.0006 0.0003
55’T 0.0008 0.0003 0.0004 0.0004 0.0012
(A 0.0089 0.0089 0.0099 0.0162 0.0102
5, 0.0034 0.0027 0.0019 0.0043 0.0033
ot 3221.06 2758.48 5070.74 3967.04 2731.06
bf)’rt 7228.16 5915.54 8021.36 6650.70 7205.42
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5. Natica. Codvallordon goriindiiyii kimi tosadiifi amsallara malik 40 dona hall olunmus
mosalalora gora suboptimist vo subpessimist giymotlor uygun yuxari sarhadlorindon ¢ox da ciddi
forglonmirlor. Cadvallora asason homin xstalarin uygun olaraq on kigik vo on boyik qiymatlori
optimist hall ti¢iin 0,02%- 0,33% arasinda, pessimist hall ti¢iin isa 0,01%-1,44% arasinda yerlosir.
Bunlar iso kifayat godor kicik oldugundan, isdo toklif etdiyimiz iisullarin kifayst qodor effektiv
oldugunu bir daha tasdiq edir. Bundan slava, Laqgranj funksiyasinin minimallasmasi tigilin isdo veril-
mis subqradiyent tipli tisul stiratli enma tisuluna nazaron oksor hallarda daha kigik qiymatlor verir.

Digar torofdon tapilmis suboptimist vo subpessimist hallori saxlamaq sortilo (1.2) sisteminin

sag toroflorindo ilkin verilmis b; (i = 1,m) ododlori uygun olaraq orta hesabla suboptimist hall
ticiin 878-5070, subpessimist hall iiciin iso 1758-8021 vahid arasinda azalmigdir (geyd edok ki,
mosalalorin amsallar1 tigragemli odadlor oldugundan (1.2) sisteminin sag toroflorinin azalma
vahidlori do nisbaton bdyiikdiir). Bu natico iso onu gostorir ki, real praktiki masalolordo eyni
naticoni almagq liglin ayrilmis vosaitlordon kifayst godar gonastlo sarf oluna bilar.
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Method of nonlinear penalty and estimation of error in constructing suboptimistic and subpessimistic so-
lutions for integer programming problems with interval data
The concepts of "optimistic", "pessimistic”, "suboptimistic" and "subpessimistic" solutions are introduced. A
"nonlinear penalty" method is developed for constructing suboptimistic and subpessimistic solutions. The error of the
solutions found from the optimal solution is estimated. To this end, a Lagrange-type function is constructed, it is shown
that the minimum value of this function is the upper limit of suboptimistic and subpessimistic values, respectively. Algo-
rithms such as steep and subgradient descent are developed to minimize this function. Numerous computational exper-
iments on random large-dimensional problems are carried out. These experiments once again show the high efficiency
of the methods developed in this paper.
Keywords: interval integer programming problem, optimistic, pessimistic, suboptimistic and subpessimistic so-
lutions, nonlinear penalty, Lagrange type function, upper bound, computational experiments
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K.III. Mamenos, A.I'. MamenoBa
Meton HeJiMHEIHOTO IITPad)a U OlleHKA NOTPEIHOCTH IISI MOCTPOEHHUSI CYOONTUMHUCTHYECKHUX U
cyOnmeccMMHMCTHYECKUX pPellleHn s 32/1a4 HeJIOUYMCIEeHHOT0 POrpaMMHUPOBAHUS ¢ UHTEPBAJIbHBIMH JAHHBIMU

Beedenvi nonwamus «onmumucmuueckuey, «neccumucmuieckuey, «cybonmumucmuyeckuey u «cybneccumuc-
muyeckuey pewenus. Paspaboman memoo «nenumnetinozo wmpagay 0isa NOCMpoeHus CyO6onmuMUCmuiecKozo u cyo-
neccumMucmu4ecko2o pewenuil. Jana oyenka nozpeuHocmy Hati0eHHbIX peueHul om onmumansHo2o pewenus. C amotl
yenvlo nocmpoena @yHkyus muna Jlaspandica, noKa3aHO UmMoO MUHUMATbHOE 3HAYEeHue Mol QyHKyuu seisemcs
6epxHell epanuyell cyOOnmuMUCIMUYEcKo20 U CyOnecCUMUCmuieckoeo 3HaueHuti coomeemcmeenHo. Paspabomanvi
aneopummvl Muna Hauckopeluieco U Cy62padueHmHo20 Cnycka Oas MuHumusayuu 3mou @yukyuu. I[Iposedervl
MHO2OHUCTIEHHbIe  GbIHUCTUMENbHbIE IKCHEPUMEHMbl HAO CAYYAUHBIMU 3a0ayamu OONbwol pasmepHocmu. Omu
IKCnepuMeHmul ewje pasz noKA3AIU 8bICOKYI0 dPPeKmueHoCcmy MEmMo00s, paspadoOmantvix 8 OanHou pabome.

KaioueBble ci10Ba: nHTEpBaJIbHAS 33aa4a EIOYHCICHHOTO NPOrpaMMUPOBAHUsI, ONTHMUCTHYECKHE,
MECCUMHUCTHYECKUE, CYOONITUMHCTHYECKUE U CYONIECCUMUCTHYECKUE PELICHHs, HeJTMHEeHHbIN mTpad, GyHKIMS THIIA
Jlarpanska, BepXHsisl IpaHULA, BBIYUCIUTEIbHBIC SKCIIEPUMEHTBI

AMEA Idaroetmo Sistemlori Institutu Toqdim olunub 16.12.2016
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