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КОЭФФИЦИЕНТОВ 
 

Рассматривается вопрос представления полной реакции некоторых классов 2𝐷-двоичных многомерных 

модулярных динамических систем в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры. Предлагается 

рекуррентная формула для нахождения неизвестных коэффициентов этого полинома при известных входной и 

выходной последовательностях рассматриваемой системы. 
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1. Введение. Конечные последовательностные машины или модулярные динамические 

системы (МДС) [1, с.9-226; 2, с.12-39; 3, с.11-39] функционируют над конечными полями и 

являются одним из широко используемых классов дискретных управляющих систем. Линей-

ные классы МДС достаточно исследованы и получены важные результаты в теоретическом и 

прикладном аспекте [4, с.127-154]. Они находят широкое применение в различных областях, 

например, в вычислительной технике, в системах диагностики, кодировании и декодиро-

вании дискретных сообщений, криптографии, зашиты данных и программного обеспечения 

ЭВМ, в кардиометрии и т.д. [5; 6, с.3-27; 7; 8, с.69-71; 9, с.26-33]. Нелинейные классы МДС 

исследованы недостаточно. Отметим, что линейные классы МДС не пригодны для 

моделирования дискретных динамических процессов. Наличие нелинейных членов, 

образующих нелинейные МДС, позволит их применение при моделировании и управлении 

различных процессов [10, с.6-63]. Для развития теории и приложения нелинейных МДС 

(НМДС) прежде всего необходимо найти формулу для их общего представления. К насто-

ящему времени получены формулы в виде двухзначных аналогов полинома Вольтерры для 

представления некоторых классов однопраметрических и многопараметрических классов 

МДС [11, с.33-50]. В данной работе рассматривается вопрос аналитического представления 

двухпараметрических двоичных многомерных модулярных динамических систем (𝟐𝐃-

ММДС), заданных входно-выходными соотношениями и вывод формулы для нахождения 

неизвестных коэффициентов этого представления при известных значениях входных и вы-

ходных последовательностей. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим 2𝐷-ММДС с фиксированной памятью 𝑛0 и 

ограниченной связью 𝑃, полная реакция которой характеризуется следующим 

функциональным соотношением:  

                   𝑦[𝑛, 𝑐] = 𝐺{𝑢[𝜏, 𝑐 + 𝑝]|𝑛 − 𝑛0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑛,   𝑝 ∈ 𝑃}, 𝐺𝐹(2).                             (2.1) 

Здесь 𝑛 ∈ 𝑍0; 𝑐 ∈ 𝑍; 𝑝 ∈ 𝑃; где 𝑍 и 𝑍0 есть множество целых и неотрицательных целых чисел 

соответственно; 𝐺{… } = {𝐺1{… }, … , 𝐺𝑘{… }}𝑇 ; 𝑦[𝑛, 𝑐] ∈ 𝐺𝐹𝑘(2) и 𝑢[𝑛, 𝑐] ∈ 𝐺𝐹𝑟(2) есть 

выходная и входная последовательности 2𝐷-ММДС. 

Пусть 𝑃 = {𝑝(1), … , 𝑝(𝑅)},   𝑝(1) < ⋯ < 𝑝(𝑅),   𝑝(𝑗) ∈ {… , −1,0,1, … }, 𝑗 = 1, 𝑅̅̅ ̅̅ ̅, и кроме 

того, 𝑝(1) и 𝑝(𝑅) конечные целые числа. 

Задача аналитического представления полной реакции 2𝐷–ММДС (2.1) состоит в 

представлении оператора 𝐺{… } в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры и в 

определении неизвестных коэффициентов этого полинома при известных входной и 

выходной последовательностях рассматриваемой 2𝐷-ММДС.  
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3. Полиномиальное соотношение для представления полной реакции 2𝐷-МMДC. В 

(3.1) для каждой 𝜈 ∈ {1, … , 𝑘} оператор  𝐺𝜈{… } можно записать в виде функции  𝑓𝜈, 

зависящих от (𝑛0 + 1)𝑟𝑅 аргументов и эти аргументы суть элементы множества 

                    𝑈 = {𝑢𝑗[𝜏, 𝑐 + 𝑝(𝜎)]|𝑛 − 𝑛0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑛,    𝑗 = 1, 𝑟,̅̅ ̅̅ ̅ 𝜎 = 1, 𝑅̅̅ ̅̅ ̅}.                          (3.1) 

В каждой точке (𝑛, 𝑐) модулярную функцию 𝑓𝜈(… )
 

можно представить в виде 

полинома над конечным полем 𝐺𝐹(2) с помощью произведения элементов множества 𝑈 в 

различных возможных комбинациях. В возможных разных комбинациях произведений 

элементов из 𝑈 число множителей может быть от нуля до (𝑛0 + 1)𝑟𝑅 и количество таких 

произведений суть 2(𝑛0+1)𝑟𝑅. Такие произведения имеют коэффициенты из поля 𝐺𝐹(2). 

Выберем произвольное значение  𝑖 ∈ {0, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} и рассмотрим произведения 

элементов из (3.1) в различных комбинациях, степень нелинейности (т.е. количество 

множителей), которых равна 𝑖. Пусть в произвольно выбранном произведении для 

каждых 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟} и 𝑝(𝜎) ∈ 𝑃 из множества   

                               𝑈𝑗,𝜎 = {𝑢𝑗[𝜉, 𝑐 + 𝑝(𝜎)]|𝜉 = 0,1, … , 𝑛0}  

участвуют множители, число которых суть 𝑚𝑗,𝜎. Тогда, должно быть удовлетворено сле-

дующее равенство: 

𝑚1,1 + ⋯ + 𝑚1,𝑅 + ⋯ + 𝑚𝑟,1 + ⋯ + 𝑚𝑟,𝑅 = 𝑖. 
Пусть 

Φ(𝑖) = {�̅� = ((𝑚1,1, . . , 𝑚1,𝑅), … , (𝑚𝑟,1, … , 𝑚𝑟,𝑅))|𝑚𝑗,𝜎 ∈ {0, … , 𝑛0 + 1}, 

                     𝑗 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅ ,   𝜎 = 1, 𝑅,̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑚1,1 + ⋯ + 𝑚1,𝑅 + ⋯ + 𝑚𝑟,1 + ⋯ + 𝑚𝑟,𝑅 = 𝑖}  ,           (3.2) 

                                     𝑄(𝑖, �̅�) = {ℓ|ℓ ∈ {1, … , 𝑟}  и  𝑚ℓ,1 + ⋯ + 𝑚ℓ,𝑅 ≠ 0 },                       (3.3) 

                                        𝑄1(𝑖, �̅�, 𝑗) = {𝜎𝑗 |𝜎𝑗 ∈ {1, … , 𝑅}  и 𝑚𝑗,𝜎𝑗
≠ 0}.                             (3.4) 

Для каждой  �̅� ∈ Φ(𝑖) произведение со степенью нелинейности 𝑖 в общем виде можно 

записать следующим образом: 

                      ∏   ∏ ∏ 𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏(𝑗, 𝜎𝑗 , 𝜉𝑗,𝜎𝑗
), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝑗)].

𝑚𝑖,𝜎𝑗

𝜉𝑖,𝜎𝑗
=1

 𝜎𝑗∈𝑄1(𝑖,�̅�,𝑗)                      𝑗∈𝑄(𝑖,�̅�) (3.5) 

 

Фиксируем 𝑖 ∈ {0, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} и �̅� ∈ Φ(𝑖). Для всех (𝑗, 𝜎𝑗), где 𝑗 ∈ 𝑄(𝑖, �̅�), 𝜎𝑗 ∈
{1, … , 𝑅}, введем обозначения  

Γ1(𝑚𝑗,𝜎𝑗
) = {𝜏̅ (𝑗, 𝜎𝑗) = (𝜏(𝑗, 𝜎𝑗, 1), … , 𝜏(𝑗, 𝜎𝑗 , 𝑚𝑗,𝜎𝑗

))|0 ≤ 𝜏(𝑗, 𝜎𝑗, 1) < ⋯ 

                                        …< 𝜏(𝑗, 𝜎𝑗 , 𝑚𝑗,𝜎𝑗
) ≤ 𝑛0}  .                                                            (3.6) 

При 𝑖 ∈ {0, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} и �̅� ∈ Φ(𝑖) для всех (𝑗, 𝜎𝑗), где 𝑗 ∈ 𝑄(𝑖, �̅�), 𝜎𝑗 ∈ {1, … , 𝑅}, образуем 

из векторов 𝜏̅ (𝑗, 𝜎𝑗) блочный вектор  𝜏̅̅. Множество всех блочных векторов (наборов) 𝜏̅̅ 

обозначим через Γ(𝑖, �̅�). Очевидно, что каждому 𝜏̅̅ ∈ Γ(𝑖, �̅�) соответствует произведение 

вида (3.5). Таким образом, справедлива следующая теорема: 

Теорема 1. Пусть имеют место соотношения (3.2)-(3.6). Тогда полная реакция 2𝐷-

ММДС с фиксированной памятью 𝑛0 и ограниченной связью 𝑃, характеризующаяся 

соотношением (2.1), может быть представлена в виде следующего двузначного аналога 

полинома Вольтерры: 

 

𝑦𝜈[𝑛, 𝑐] = ∑   ∑   ∑ 𝐾𝑖,𝜈,�̅�

�̅̅�∈Γ(𝑖,�̅�)�̅�∈Φ(𝑖)

(𝑛0+1)𝑟𝑅

𝑖=0

[𝜏̅̅] ∏   ∏ ∏ 𝑢𝑗[𝑛 −

𝑚𝑖,𝜎𝑗

𝜉𝑖,𝜎𝑗
=1

 

𝜎𝑗∈𝑄1(𝑖,�̅�,𝑗)

 

 𝑗∈𝑄(𝑖,�̅�)
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−𝜏(𝑗, 𝜎𝑗 , 𝜉𝑗,𝜎𝑗
), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝑗)], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.                                    (3.7) 

В случае 𝑖 = 0 набор �̅� ∈ Φ(𝑖) суть набор нулевых значений и поэтому вместо 

коэффициента 𝐾0,𝜈,�̅�[𝜏̅̅] будем писать 𝐾0,𝜈.  

Полином Вольтерры в виде (3.7) является общим функциональным соотношением для 

2𝐷-ММДС (1) с фиксированной памятью 𝑛0 и ограниченной связью 𝑃. Значения 

коэффициентов 𝐾0,𝜈 , 𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅],𝜈 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ для всех 𝜏̅̅ ∈ Γ(𝑖, �̅�), �̅� ∈ Φ(𝑖), 𝑖 ∈ {0, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} 

зависят от значений входной и выходной последовательности 2𝐷-ММДС. Если в конкретном 

случае для какого-нибудь 𝑖 ∈ {2, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} хотя бы один коэффициент из  𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅], 𝜈 =

1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, 𝜏̅̅ ∈ Γ(𝑖, �̅�), �̅� ∈ Φ(𝑖), не равен нулю, тогда соответствующий 2𝐷-ММДС суть D2 -мно-

гомерным НМДС (2𝐷-МНМДС), в противном случае – 2𝐷-многомерным линейным МДС 

(2𝐷-МЛМДС). Ясно, что 2𝐷-МЛМДС имеет следующее представление:  

𝑦𝜈[𝑛, 𝑐] = 𝐾0,𝜈 + ∑    ∑    ∑ 𝐾1,𝜈,𝑗,𝜎𝑗

𝑛0

𝜏(𝑗,𝜎𝑗)=0

𝑅

𝜎𝑗=1

𝑟

𝑗=1

[𝜏(𝑗, 𝜎𝑗)]𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏(𝑗, 𝜎𝑗), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝑗)],  

                                                  𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.                                                           (3.8) 

4. Нахождение неизвестных коэффициентов полиномиальных представлений для 

полной 2𝐷-МНMДC. Пусть при заданных значениях входной последовательности  𝑢𝑗[𝛾, 𝑐 +

𝑝], 𝑛 − 𝑛0 ≤ 𝛾 ≤ 𝑛, 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑗 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅ , известны значения выходной последовательности. 

Найдем коэффициенты 𝐾0,𝜈 ,    𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅],  𝜈 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ для всех 𝜏̅̅ ∈ Γ(𝑖, �̅�), �̅� ∈ Φ(𝑖), 𝑖 ∈
{1, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅} в полиноме (3.7) соответствующие известным входной и выходной 

последовательностям. 

Число неизвестных коэффициентов в полиноме (3.7) составляет 𝟐(𝒏𝟎+𝟏)𝒓𝑹. Число 

всевозможных различных наборов значений 𝒖𝒋[𝜸, 𝒄 + 𝒑], 𝒏 − 𝒏𝟎 ≤ 𝜸 ≤ 𝒏, 𝒑 ∈ 𝑷, 𝒋 = 𝟏, 𝒓̅̅ ̅̅ ̅, так 

же равно 𝟐(𝒏𝟎+𝟏)𝒓𝑹. Учитывая в правой части полинома (3.7) всевозможные различные 

наборы значений 𝒖𝒋[𝜸, 𝒄 + 𝒑], 𝒏 − 𝒏𝟎 ≤ 𝜸 ≤ 𝒏,  𝒑 ∈ 𝑷, 𝒋 = 𝟏, 𝒓̅̅ ̅̅ ̅, можно получить систему над 

𝑮𝑭(𝟐) из 𝟐(𝒏𝟎+𝟏)𝒓𝑹 линейных алгебраических уравнений с 𝟐(𝒏𝟎+𝟏)𝒓𝑹 неизвестными. Следует 

заметить, что коэффициенты неизвестных в этой системе образуются из произведений 

известных значений 𝒖𝒋[𝜸, 𝒄 + 𝒑], 𝒏 − 𝒏𝟎 ≤ 𝜸 ≤ 𝒏,  𝒑 ∈ 𝑷, 𝒋 = 𝟏, 𝒓̅̅ ̅̅ ̅. Ясно, что эта система 

имеет единственное решение. Однако при возрастании значений 𝒏𝟎, 𝒓 и 𝑹 решить эту 

систему известными методами, например методом Крамера, Гаусса и другими, очень 

сложно. Структура полученной системы алгебраических уравнений такова, что для ее ре-

шения можно построить рекуррентные соотношения. Для этого введем обозначение: 

𝒙(𝒋, 𝝈, 𝝉) = 𝒖𝒋[𝒏 − 𝝉, 𝒄 + 𝒑(𝝈)], 𝝉 = 𝟎, 𝒏𝟎
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝝈 = 𝟏, 𝑹,̅̅ ̅̅ ̅̅  𝒋 = 𝟏, 𝒓̅̅ ̅̅ ̅,                    (4.1) 

с помощью которого получим 

𝑦𝜈[𝑛, 𝑐] = 𝑓𝜈(𝑥(1,1,0), … , 𝑥(1,1, 𝑛0), … , 𝑥(1, 𝑅, 𝑛0), … , 𝑥(𝑟, 𝑅, 𝑛0)). 
Ясно, что 

                         𝐾0,𝜈 = 𝑓𝜈(0, … ,0, … ,0, … ,0),  𝜈 = 1, . . . , 𝑘.                                                (4.2) 

Положим 

𝑋 = {𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏)|𝜏 = 0, 𝑛0
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝜎 = 1, 𝑅,̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑗 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅ } . 

 

Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏) ∈ 𝑋 является единственной переменной из множества 𝑋, принимающей 

значение 1, а остальные переменные из  𝑋 принимают значения 0, где 𝜏 ∈ {0, … , 𝑛0}, 𝜎 ∈
{1, … , 𝑅},

 
𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}. В этом случае обозначим значение функции 𝑓𝜈(… )

 
через  𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏) = 1). Учитывая значения переменных множества 𝑋, из (3.7) получаем 

 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏))]  =  𝐾0,𝜈 +   𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏) = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘,          (4.3) 
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где через ((1𝑗,𝜎)) обозначен элемент �̅� ∈ Φ(1), в котором 𝑚𝑗,𝜎 = 1, а остальные компоненты 

этого элемента суть 0. 

Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏2) ∈ 𝑋 и 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏1) = 1, 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏2) = 1, где 𝜏1, 𝜏2 ∈ {0, … , 𝑛0},      
𝜎 ∈ {1, … , 𝑅}, 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, а остальные переменные из 𝑋 принимают значения 0. В этом 

случае обозначим через   𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏2) = 1) значение функции 𝑓𝜈(… ). Учитывая 

значения переменных множества 𝑋, из (3.7) получаем 

 𝐾
2,𝜈,((2𝑗,𝜎))

[((𝜏1, 𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏1))] + 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏2))] +  

                        +  𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏2) = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘,                                 (4.4) 

где через ((2𝑗,𝜎)) обозначен элемент �̅� ∈ Φ(2), в котором 𝑚𝑗,𝜎 = 2 а остальные компоненты 

этого элемента суть 0. 

Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎1, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎2, 𝜏2) ∈ 𝑋 и  𝑥(𝑗, 𝜎1, 𝜏1) = 1, 𝑥(𝑗, 𝜎2, 𝜏2) = 1, где 𝜏1, 𝜏2 ∈ {0, … , 𝑛0}, 
 𝜎1, 𝜎2 ∈ {1, … , 𝑅},  𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, а остальные переменные из 𝑋 принимают значения 0. В этом 

случае значение функции 𝑓𝜈(… ) обозначим через 𝑓𝜈(… 𝑥(𝑗, 𝜎1, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎2, 𝜏2) = 1). Учитывая 

значения переменных множества 𝑋, из (3.7) получаем 

𝐾
2,𝜈,((1𝑗,𝜎1 ,1𝑗,𝜎2

))
[((𝜏1), (𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾

1,𝜈,((1𝑗,𝜎1
))

[((𝜏1))] + 

          +𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎2

))
[((𝜏2))] +  𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎1, 𝜏1), 𝑥(𝑗, 𝜎2, 𝜏2) = 1),   𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘,                (4.5) 

где через  ((1𝑗,𝜎1
, 1𝑗,𝜎2

)) обозначен элемент �̅� ∈ Φ(2), в которой 𝑚𝑗,𝜎1
= 1, 𝑚𝑗,𝜎2

= 1, а 

остальные компоненты этого элемента суть 0. 

Пусть 𝑥(𝑗1, 𝜎𝑗1
, 𝜏1), 𝑥(𝑗2, 𝜎𝑗2

, 𝜏2) ∈ 𝑋
 

и 𝑥(𝑗1, 𝜎𝑗1
, 𝜏1) = 1, 𝑥(𝑗2, 𝜎𝑗2

, 𝜏2) = 1, где 𝜏1, 𝜏2 ∈

{0, … , 𝑛0}, 𝜎𝑗1
, 𝜎𝑗2

∈ {1, … , 𝑅},  𝑗1, 𝑗2 ∈ {1, … , 𝑟}, а остальные переменные из  X  принимают 

значения 0. В этом случае значение функции 𝑓𝜈(… )  обозначим через 

𝑓𝜈(𝑥(𝑗1, 𝜎𝑗1
, 𝜏1), 𝑥(𝑗2, 𝜎𝑗2

, 𝜏2) = 1). Учитывая значения переменных множества 𝑋, из (3.7) 

получаем 

𝐾2,𝜈,((1𝑗1,𝜎𝑗1
),(1𝑗2,𝜎𝑗2

))[((𝜏1), (𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾1,𝜈,((1𝑗1,𝜎𝑗1
))[((𝜏1))] + 

           +𝐾1,𝜈,((1𝑗2,𝜎𝑗2
))[((𝜏2))] + 𝑓𝜈(𝑥(𝑗1, 𝜎𝑗1

, 𝜏1), 𝑥(𝑗2, 𝜎𝑗2
, 𝜏2) = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘,          (4.6) 

где через ((1𝑗1,𝜎𝑗1
), (1𝑗2,𝜎𝑗2

)) обозначен элемент �̅� ∈ Φ(2), в которой 𝑚𝑗1,𝜎𝑗1
= 1, 𝑚𝑗2 ,𝜎𝑗2

= 1 а 

остальные компоненты этого элемента суть 0. 

Аналогично получению формул (4.3)-(4.6), нетрудно доказать справедливость сле-

дующих утверждений. 

Утверждение 1. Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏𝜉) ∈ 𝑋 и 𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏𝜉) = 1, 𝜉 = 1, ℓ̅̅̅̅̅, где ℓ ≤ 𝑛0 + 1,  0 ≤

𝜏1 < ⋯ < 𝜏ℓ ≤ 𝑛0, 𝜎 ∈{1,…,R}, 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, а остальные переменные из 𝑋 принимают 

значения 0. При этом через 𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏𝜉) = 1|𝜉 = 1, ℓ̅̅̅̅̅) обозначено значение функции 𝑓𝜈(… ). 

Тогда справедливо 

𝐾ℓ,𝜈,((ℓ𝑗,𝜎))[((𝜏1, … , 𝜏ℓ))] = 𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎, 𝜏𝜉) = 1|𝜉 = 1, ℓ̅̅̅̅̅) + 

+ ∑ ∑ 𝐾𝛽,𝜈,((𝛽𝑗,𝜎))[((𝜏𝜋1
, … , 𝜏𝜋𝛽

))],

(𝜋1,…,𝜋𝛽)∈Ω𝛽(ℓ)

 𝜈 = 1, … , 𝑘,

ℓ−1

𝛽=0

𝐺𝐹(2),                 (4.7) 

где Ω𝛽(ℓ) = {(𝜋1, … , 𝜋𝛽)|1 ≤ 𝜋1 < ⋯ < 𝜋𝛽 ≤ ℓ} и через ((𝛽𝑗,𝜎)) обозначен элемент �̅� ∈

Φ(𝛽), в котором 𝑚𝑗,𝜎 = 𝛽, а остальные компоненты этого элемента суть 0. 

Утверждение 2. Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏𝛼) ∈ 𝑋 и 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏𝛼) = 1, 𝛼 = 1, 𝜃,̅̅ ̅̅ ̅ где 𝜃 ≤ 𝑟, 𝑗 ∈
{1, … , 𝑟}, 𝜏𝛼 ∈ {0, … , 𝑛0},   𝜎𝛼 ∈ {1, … , 𝑅}, а остальные переменные из 𝑋 принимают значения 
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0. При этом через 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏𝛼) = 1|𝛼 = 1, 𝜃 ̅̅ ̅̅ ̅) обозначено значение функции 𝑓𝜈(… ). Тогда 

справедливо 

𝐾𝜃,𝜈,((1𝑗,𝜎1 ,…,1𝑗,𝜎𝜃
))[((𝜏1), … , (𝜏𝜃))] = 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏𝛼) = 1|𝛼 = 1, 𝜃 ̅̅ ̅̅ ̅) + 

+ ∑ ∑ 𝐾𝜂,𝜈,((1𝑗,𝜎1 ,…,1𝑗,𝜎𝜂))[((𝜏𝜌1
), … , (𝜏𝜌𝜂

))]

(𝜌1,…𝜌1)∈𝑁𝛽(𝜃)

𝜃−1

𝜂=0

, 𝐺𝐹(2),                        (4.8) 

где N𝜂(𝜃) = {(𝜌1, … , 𝜌𝜂)|1 ≤ 𝜌1 < ⋯ < 𝜌𝜂 ≤ 𝜃}. 

Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) ∈ 𝑋 и 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) = 1,  𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃,̅̅ ̅̅ ̅ где  𝜃 ≤ 𝑟,  ℓ𝛼 ≤

𝑛0 + 1, 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, 𝜏(𝛼, 𝜉) ∈ {0, … , 𝑛0},  𝜎𝛼 ∈ {1, … , 𝑅},  а остальные переменные из 𝑋 прини-

мают значения 0. При этом значение функции 𝑓𝜈(… ) обозначено через 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) =

1|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅   , 𝛼 = 1, 𝜃 ̅̅ ̅̅ ̅ ). Пусть  

                                                            𝑆 = ℓ1 + ⋯ + ℓ𝜃.                                                             (4.9)

 Построим полином, образованный из элементов множества 𝐷, где 

𝐷 = {𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉))|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃̅̅ ̅̅̅ }. 

Ясно, что этот полином имеет степень, равную числу 𝑆. Пусть 𝜂 ∈ {0, … , 𝑆}. Рассмотрим про-

изведения элементов из множества 𝐷 в различных комбинациях, степень нелинейности, т.е. 

количество множителей,  которых равна 𝜂. Пусть в произвольно выбранном произведении 

для каждых 𝛼 ∈ {1, … , 𝜃} из множества {𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉))|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ } участвуют множители, 

число которых суть   𝛽𝛼. Тогда, должно быть удовлетворено равенство 𝛽1 + ⋯ + 𝛽𝜃 = 𝜂.  

Пусть  

                                                   ℓ ̅ = (ℓ1, … , ℓ𝜃),    

𝐹1(𝜂, 𝜃, ℓ)̅ = {(𝑏, �̅�, �̅�)|1 ≤ 𝑏 ≤𝜃, �̅� = (𝛽𝜌1
, … , 𝛽𝜌𝑏

), 1 ≤ 𝛽𝜌𝛼
≤ ℓ𝜌𝛼

, 𝛼 = 1, 𝑏̅̅ ̅̅̅,      

                       �̅� = (𝜌1, … , 𝜌𝑏) ∈ 𝑁 𝑏(𝜃),     𝛽𝜌1
+ ⋯ + 𝛽𝜌𝑏

= 𝜂},  
 

𝑁𝑏(𝜃) = {(𝜌1, … , 𝜌𝑏)|1 ≤ 𝜌1 < ⋯ < 𝜌𝑏 ≤ 𝜃},                                         (4.10) 

Ω𝛽𝜌𝛼
(ℓ𝜌𝛼

)={�̅�𝛼 = (𝜋𝛼,1, … , 𝜋𝛼,𝛽𝜌𝛼
) |1 ≤ 𝜋𝛼,1 < ⋯ < 𝜋𝛼,𝛽𝜌𝛼

≤ ℓ𝜌𝛼
}, 

Ω𝑏,𝛽,̅�̅�(ℓ̅) = ∏ Ω𝛽𝜌𝛼
(ℓ𝜌𝛼

)

𝑏

𝛼=1

. 

Тогда полином, образованный из элементов множества 𝐷 можно записать в следующем виде: 

                                                 𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃̅̅ ̅̅̅) =  

= ∑   ∑   ∑ 𝐾𝜂,𝜈,((𝛽𝜎𝜌1
,…,𝛽𝜎𝜌𝑏

))

�̅̅� ∈Ω𝑏,𝛽,̅̅̅�̅�(ℓ̅)

[((𝜏(𝜌1, 𝜋1,1), … , 𝜏(𝜌1, 𝜋1,𝛽𝜌1
)), …

(𝑏,𝛽,̅�̅�)∈F1(𝜂,𝜃,ℓ̅)

  

𝑆

𝜂=0

 

… , (𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,1), … , 𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,𝛽𝜌𝑏
)))] ∏   ∏ 𝑥(𝑗, 𝜎𝜌𝛼

, 𝜏(𝜌𝛼 , 𝜋𝛼,𝜉𝜌𝛼
))

𝛽𝜌𝛼

𝜉𝜌𝛼=1

𝑏

𝛼=1

,    

                                                                           𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘,                                                     (4.11) 

где здесь через ((𝛽𝜎𝜌1
, … , 𝛽𝜎𝜌𝑏

)) обозначен элемент �̅� ∈ Φ(𝜂), в которой   𝑚𝑗,𝜎𝜌𝜉
= 𝛽𝜎𝜌𝜉

, 𝜉 =

1, … , 𝑏, а остальные компоненты этого элемента суть 0. 

Ясно, что в правой части формулы (4.11) слагаемое со степенью 𝑆 имеет коэффициент 

𝐾𝑆,𝜈,((ℓ1,…,ℓ𝜃))[((𝜏(1,1), … , 𝜏(1, ℓ1)), … , (𝜏(𝜃, 1), … , 𝜏(𝜃, ℓ𝜃)))]. Поэтому, учитывая, что 

𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) = 1,  𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅   , 𝛼 = 1, 𝜃,̅̅ ̅̅ ̅ 
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из формулы (4.11) получим: 

𝐾𝑆,𝜈,((ℓ1,…,ℓ𝜃))[((𝜏(1,1), … , 𝜏(1, ℓ1)), … , (𝜏(𝜃, 1), … , 𝜏(𝜃, ℓ𝜃)))] = 
 

    =  𝑓𝜈(𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃̅̅ ̅̅̅) + 

 

+ ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,((𝛽𝜎𝜌1
,…,𝛽𝜎𝜌𝑏

))

�̅̅� ∈Ω𝑏,𝛽,̅̅̅�̅�(ℓ̅)

[((𝜏(𝜌1, 𝜋1,1), … , 𝜏(𝜌1, 𝜋1,𝛽𝜌1
)), …

(𝑏,𝛽,̅�̅�)∈F1(𝜂,𝜃,ℓ̅)

𝑆−1

𝜂=0

 

                  … , (𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,1), … , 𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,𝛽𝜌𝑏
)))], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.                                 (4.12) 

Таким образом, получаем доказательство следующего утверждения: 

Утверждение 3. Пусть 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) = 1,  𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃,̅̅ ̅̅ ̅ где 𝜃 ≤ 𝑟,  ℓ𝛼 ≤ 𝑛0 +

+1,   𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, 𝜏(𝛼, 𝜉) ∈ {0, … , 𝑛0},   𝜎𝛼 ∈ {1, … , 𝑅}, а остальные переменные из  𝑋 прини-

мают значения 0. При этом значение функции 𝑓𝜈(… ) обозначено через 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗, 𝜎𝛼, 𝜏(𝛼, 𝜉)) =

1|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅   , 𝛼 = 1, 𝜃 ̅̅ ̅̅ ̅ ). Пусть имеет место (4.10),(4.11). Тогда справедливо формула (4.13). 

Пусть 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1, 𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆,̅̅ ̅̅ ̅̅  𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅  ,  где  𝜃𝜆 ≤ 𝑟,    ℓ𝜆,𝛼 ≤ 𝑛0 +

+1,  𝑗𝜆 ∈ {1, … , 𝑟}, g ≤ 𝑘,  𝜎𝜆,𝛼 ∈ {1, … , 𝑅}, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉) ∈ {0, … , 𝑛0}, а остальные переменные из  

множества 𝑋 принимают значения 0.  При этом значение функции   𝑓𝜈(… ) обозначено через 

𝑓𝜈( 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ). Введем обозначения: 

𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃g), ℓ̅̅=((ℓ1,1, … , ℓ1,𝜃1
), … , (ℓg,1, … , ℓg,𝜃g

)), 

     𝑆 = ℓ1,1 + ⋯ + ℓ1,𝜃1
+ ⋯ + ℓg,1 + ⋯ + ℓg,𝜃g

.
                                   

 (4.13) 

Тогда полином, образованный из элементов множества  

{𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ } 

можно записать в следующем виде: 

𝑓𝜈( 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ) = 

= ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,𝐴

�̅̅̅� ∈Ω
𝜇,�̅�,𝛽,̅̅̅̅̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅)

[𝐵

(𝜇,�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�)∈F2(𝜂,g,�̅�,ℓ̅̅)

𝑆

𝜂=0

] ∏  ∏   ∏ 𝑥(𝑗𝜒𝜐
,

𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

𝜉=1

𝑏𝜒𝜐

𝛼=1

𝜇

𝜐=1

𝜎𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
, 

 

                  , 𝜏(𝜒𝜐, 𝜌𝜒𝜐,𝛼, 𝜋𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼,𝜉)), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.                                                (4.14) 

В (4.14) для упрощения формул введены обозначения: 

𝐴 = ((𝛽𝜒1,𝜎𝜌𝜒1,1
, … , 𝛽𝜒1,𝜎𝜌𝜒1,𝑏𝜒1

), … , (𝛽𝜒𝜇,𝜎𝜌𝜒𝜇,1
, … , 𝛽𝜒𝜇,𝜎𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇

)),                    (4.15) 

 

𝐵 = ((𝜏(𝜒1, 𝜌𝜒1,1, 𝜋𝜒1,𝜌𝜒1,1,1), … , (𝜏(𝜒1, 𝜌𝜒1,1, 𝜋𝜒1,𝜌𝜒1,1,𝛽𝜒1,𝜌𝜒1,1
)), … 

… , (𝜏(𝜒1, 𝜌𝜒1,𝑏𝜒1
, 𝜋𝜒1,𝜌𝜒1,𝑏𝜒1

,1), … , (𝜏(𝜒1, 𝜌𝜒1,𝑏𝜒1
, 𝜋𝜒1,𝜌𝜒1,𝑏𝜒1

,𝛽𝜒1,𝜌𝜒1,𝑏𝜒1

)), … 

… , (𝜏(𝜒𝜇, 𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇
, 𝜋𝜒𝜇,𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇

,1), … , (𝜏(𝜒𝜇, 𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇
, 𝜋𝜒𝜇,𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇

,𝛽𝜒𝜇,𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇

)),        (4.16) 

где в (4.15) приведен элемент �̅� ∈ Φ(𝜂), в котором 

𝑚𝜒𝜐,𝜎𝜌𝜒𝜐,𝛼
= 𝛽𝜒𝜐,𝜎𝜌𝜒𝜐,𝛼

, 𝛼 = 1, … , 𝑏𝜒𝜐
,  𝜐 = 1, … , 𝜇, 

а остальные компоненты этого элемента суть 0; 𝐹2(𝜂, g, �̅̅�, ℓ)̅̅ и �̅̅̅�  ∈ Ω
𝜇.�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅) есть сле-

дующие множества: 

𝐹2(𝜂, g, �̅�, ℓ)̅̅ = {(𝜇, �̅�, 𝛽,̅̅ �̅̅�)|1 ≤ 𝜇 ≤g,   �̅� = (𝑏𝜒1
, … , 𝑏𝜒𝜇

), 1 ≤ 𝑏𝜒𝜐
≤ 𝜃𝜒𝜐

,   𝜐 = 1, 𝜇̅̅ ̅̅̅, 

�̅� = (𝜒1, … , 𝜒𝜇) ∈ 𝑉𝜇(g),  �̅̅�=(�̅�𝜒1
, … , �̅�𝜒𝜇

),  �̅�𝜒𝜐
= (𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,1

, … , 𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝑏𝜒𝜐
), 
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1 ≤ 𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
≤ ℓ𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

  ,  𝛼 = 1, 𝑏𝜒𝜐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  , �̅̅�=(�̅�𝜒1

, … , �̅�𝜒𝜇
) , 

�̅�𝜒𝜐
= (𝜌𝜒𝜐,1, … , 𝜌𝜒𝜐,𝑏𝜒𝜐

) ∈ 𝑁𝑏𝜒𝜐
(𝜃𝜒𝜐

), 𝜐 = 1, 𝜇̅̅ ̅̅̅,   

𝛽𝜒1,𝜌𝜒1,1
+ ⋯ + 𝛽𝜒1,𝜌𝜒1,𝑏𝜒1

+ ⋯ + 𝛽𝜒𝜇,𝜌𝜒𝜇, 1 + ⋯ + 𝛽𝜒𝜇,𝜌𝜒𝜇,𝑏𝜒𝜇
= 𝜂 },             (4.17) 

 

Ω
𝜇,�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅) = ∏ ∏ Ω𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
(ℓ𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

)
𝑏𝜒𝜐
𝛼=1

𝜇
𝜐=1 ,                                   (4.18) 

где 

𝑉𝜇(g) = {�̅� = (𝜒1, … , 𝜒𝜇)|1 ≤ 𝜒1 < ⋯ < 𝜒𝜇 ≤ g},                            (4.19) 
 

𝑁𝑏𝜒𝜐
(𝜃𝜒𝜐

) = {�̅�𝜒𝜐
= (𝜌𝜒𝜐,1, … , 𝜌𝜒𝜐,𝑏𝜒𝜐

) |1 ≤ 𝜌𝜒𝜐,1 < ⋯ < 𝜌𝜒𝜐,𝑏𝜒𝜐
≤ 𝜃𝜒𝜐

},          (4.20) 
 

Ω𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
(ℓ𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

) = {�̅�𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
= (𝜋𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼,1, … , 𝜋𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼,𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

)|1 ≤ 𝜋𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼,1<… 

… < 𝜋𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼,𝛽𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼
≤ ℓ𝜒𝜐,𝜌𝜒𝜐,𝛼

}.                                     (4.21) 

Ясно, что в правой части формулы (4.14) слагаемое со степенью S  имеет коэффициент 

𝐾
𝑆,𝜈,((ℓ1,1,…,ℓ1,𝜃1

),…,(ℓg,1,…,ℓg,𝜃g))
[((𝜏(1,1,1), … , 𝜏(1,1, ℓ1,1)), … , (𝜏(1, 𝜃1, 1), … , 𝜏(1, 𝜃1, ℓ1,𝜃1

)), … 

… , (𝜏(g, 𝜃g, 1), … , 𝜏(g, 𝜃g, ℓg,θg
)))]. 

Поэтому учитывая, что 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1, 𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆 ,̅̅ ̅̅ ̅̅  𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅  , из формулы 

(4.14) получим: 

𝐾
𝑆,𝜈,((ℓ1,1,…,ℓ1,𝜃1

),…,(ℓg,1,…,ℓg,𝜃g))
[((𝜏(1,1,1), … , 𝜏(1,1, ℓ1,1)), … 

…, (𝜏(1, 𝜃1, 1), … , 𝜏(1, 𝜃1, ℓ1,𝜃1
)), … , (𝜏(g, 𝜃g, 1), … , 𝜏(g, 𝜃g, ℓg,θg

)))] = 

 

= 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ) + 

+ ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,𝐴

�̅̅̅� ∈Ω
𝜇,�̅�,𝛽,̅̅̅̅̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅)

[𝐵

(𝜇,�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�)∈F2(𝜂,g,�̅�,ℓ̅̅)

𝑆−1

𝜂=0

], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.             (4.22) 

Таким образом, получаем доказательство следующего утверждения: 

Утверждение 4. Пусть 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1, 𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ , где  𝜃𝜆 ≤
𝑟, ℓ𝜆,𝛼 ≤ 𝑛0 + 1,  𝑗𝜆 ∈ {1, … , 𝑟}, g ≤ 𝑘, 𝜎𝜆,𝛼 ∈ {1, … , 𝑅}, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉) ∈ {0, … , 𝑛0}, а остальные 

переменные из  множества 𝑋 принимают значения 0. При этом значение функции 𝑓𝜈(… )   

обозначено через 𝑓𝜈( 𝑥(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉)) = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ). Пусть имеют 

место (4.13)-(4.21). Тогда справедлива формула (4.22).  

Формулы (4.3)-(4.7),(4.12),(4.22) основываются на обозначении (4.1). Ясно, что 

формулу (4.4) можно записать в виде: 

 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏))]  =  𝐾0,𝜈 +   𝑓𝜈(𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏, 𝑐 + 𝑝(𝜎)] = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.          (4.23) 

Формулу (4.4) можно записать в виде 

 

 𝐾
2,𝜈,((2𝑗,𝜎))

[((𝜏1, 𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏1))] + 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎))

[((𝜏2))] +  

  +  𝑓𝜈(𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏1, 𝑐 + 𝑝(𝜎)], 𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏2, 𝑐 + 𝑝(𝜎)] = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.                  (4.24) 

Формулу (4.5) можно записать в виде 

𝐾
2,𝜈,((1𝑗,𝜎1 ,1𝑗,𝜎2

))
[((𝜏1), (𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾

1,𝜈,((1𝑗,𝜎1
))

[((𝜏1))] + 𝐾
1,𝜈,((1𝑗,𝜎2

))
[((𝜏2))] + 

           + 𝑓𝜈(𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏1, 𝑐 + 𝑝(𝜎1)], 𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏2, 𝑐 + 𝑝(𝜎2)] = 1),   𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.                (4.25) 

Формулу (4.6) можно записать в виде 
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𝐾2,𝜈,((1𝑗1,𝜎𝑗1
),(1𝑗2,𝜎𝑗2

))[((𝜏1), (𝜏2))]  =  𝐾0,𝜈 + 𝐾1,𝜈,((1𝑗1,𝜎𝑗1
))[((𝜏1))] + 𝐾1,𝜈,((1𝑗2,𝜎𝑗2

))[((𝜏2))] +   

            +𝑓(𝑢𝑗1
[𝑛 − 𝜏1, 𝑐 + 𝑝(𝜎𝑗1

)], 𝑢𝑗2
[𝑛 − 𝜏2, 𝑐 + 𝑝(𝜎𝑗2

)]) = 1), 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, . . . , 𝑘.           (4.26) 

Формулу (4.7) можно записать в виде 

𝐾ℓ,𝜈,((ℓ𝑗,𝜎))[((𝜏1, … , 𝜏ℓ))] = 𝑓𝜈(𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏𝜉 , 𝑐 + 𝑝(𝜎)] = 1|𝜉 = 1, ℓ̅̅̅̅̅) + 

+ ∑ ∑ 𝐾𝛽,𝜈,((𝛽𝑗,𝜎))[((𝜏𝜋1
, … , 𝜏𝜋𝛽

))],

(𝜋1,…,𝜋𝛽)∈Ω𝛽(ℓ)

 𝜈 = 1, … , 𝑘,

ℓ−1

𝛽=0

𝐺𝐹(2).             (4.27) 

Формулу (4.8) можно записать в виде 

𝐾𝜃,𝜈,((1𝑗,𝜎1 ,…,1𝑗,𝜎𝜃
))[((𝜏1), … , (𝜏𝜃))] = 𝑓𝜈( 𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏𝛼, 𝑐 + 𝑝(𝜎𝛼)] = 1|𝛼 = 1, 𝜃 ̅̅ ̅̅ ̅) + 

+ ∑ ∑ 𝐾𝜂,𝜈,((1𝑗,𝜎𝜌1
,…,1𝑗,𝜎𝜌𝜂

))[((𝜏𝜌1
), … , (𝜏𝜌𝜂

))]

(𝜌1,…𝜌1)∈𝑁𝛽(𝜃)

𝜃−1

𝜂=0

, 𝐺𝐹(2).                        (4.28) 

Формулу (4.12) можно записать в виде 

𝐾𝑆,𝜈,((ℓ1,…,ℓ𝜃))[((𝜏(1,1), … , 𝜏(1, ℓ1)), … , (𝜏(𝜃, 1), … , 𝜏(𝜃, ℓ𝜃)))] = 

    =  𝑓𝜈(𝑢𝑗[𝑛 − 𝜏(𝛼, 𝜉), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝛼)] = 1|𝜉 = 1, ℓ𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃̅̅ ̅̅̅) + 

+ ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,((𝛽𝜎𝜌1
,…,𝛽𝜎𝜌𝑏

))

�̅̅� ∈Ω𝑏,𝛽,̅̅̅�̅�(ℓ̅)

[((𝜏(𝜌1, 𝜋1,1), … , 𝜏(𝜌1, 𝜋1,𝛽𝜌1
)), …

(𝑏,𝛽,̅�̅�)∈F1(𝜂,𝜃,ℓ̅)

𝑆−1

𝜂=0

 

                   … , (𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,1), … , 𝜏(𝜌𝑏 , 𝜋𝑏,𝛽𝜌𝑏
)))], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.                                 (4.29) 

Формулу (4.22) можно записать в виде 

𝐾
𝑆,𝜈,((ℓ1,1,…,ℓ1,𝜃1

),…,(ℓg,1,…,ℓg,𝜃g))
[((𝜏(1,1,1), … , 𝜏(1,1, ℓ1,1)), … 

…, (𝜏(1, 𝜃1, 1), … , 𝜏(1, 𝜃1, ℓ1,𝜃1
)), … , (𝜏(g, 𝜃g, 1), … , 𝜏(g, 𝜃g, ℓg,θg

)))] = 

 

= 𝑓𝜈( 𝑢𝑗𝜆
[𝑛 − 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝜆,𝛼)] = 1|𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆
̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ) + 

+ ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,𝐴

�̅̅̅� ∈Ω
𝜇,�̅�,𝛽,̅̅̅̅̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅)

[𝐵

(𝜇,�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�)∈F2(𝜂,g,�̅�,ℓ̅̅)

𝑆−1

𝜂=0

], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.              (4.30) 

Для установления общей формулы определения любых коэффициентов в полиноме 

(3.6) рассмотрим коэффициент 𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅], где 𝜏̅̅ ∈ Γ(𝑖, �̅�), �̅� ∈ Φ(𝑖), 𝜈 ∈ {1, … , 𝑘} и 𝑖 ∈
{0, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅}. При 𝑖 = 0, 1, 2 формулы для определения 𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅] приведены в формулах 

(4.2), (4.3)-(4.6). 

Пусть: 10 �̅� ∈ Φ(𝑖), где 𝑖 ∈ {3, … , (𝑛0 + 1)𝑟𝑅}; 20. Ненулевые элементы набора �̅� есть 

𝑚𝑗,𝜎𝑗
, где  𝜎𝑗 ∈ 𝑄1(𝑖, �̅�, 𝑗) , 𝑗 ∈ 𝑄(𝑖, �̅�); 30. 𝑄(𝑖, �̅�) = {𝑗1, … , 𝑗g}, 𝑄1(𝑖, �̅�, 𝑗𝜆) = {𝜎𝜆,1, … , 𝜎𝜆,𝜃𝜆

}, 

где 𝑗𝜆 = 1, 𝑟̅̅ ̅̅ , 𝜎𝜆,𝛼 = 1, 𝑅̅̅ ̅̅ ̅, 𝛼 = 1, 𝜃𝜆
̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ; 40. Множества Γ1(𝑚𝑗𝜆,𝜎𝜆,𝛼

), 𝛼 = 1, 𝜃𝜆
̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ , 

есть следующие множества 

                     Γ1(𝑚𝑗𝜆,𝜎𝜆,𝛼
) = {𝜏(̅𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼) = (𝜏(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 1), … , 𝜏(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝑚𝑗𝜆,𝜎𝜆,𝛼

))|0 ≤ 

≤ 𝜏(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 1) < ⋯ < 𝜏(𝑗𝜆, 𝜎𝜆,𝛼, 𝑚𝑗𝜆,𝜎𝜆,𝛼
) ≤ 𝑛0}; 

50. ℓ𝜆,𝛼 = 𝑚𝑗𝜆,𝜎𝜆,𝛼
, 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ; 60. В случае, когда 𝑢𝑗𝜆
[𝑛 − 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝜆,𝛼)] = 1, 

𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 1, 𝜃𝜆

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ , где 𝜃𝜆 ≤ 𝑟, ℓ𝜆,𝛼 ≤ 𝑛0+1, g ≤ 𝑘, 𝑗𝜆 ∈ {1, … , 𝑟}, 𝜎𝜆,𝛼 ∈ {1, … , 𝑅}, 

𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉) ∈ {0, … , 𝑛0}, а остальные переменные из  множества U  принимают значения 0, 

тогда для каждого 𝜈 ∈ {1, … , 𝑘} значение функции 𝑓𝜈(… ) обозначено через  
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𝑓𝜈( 𝑢𝑗𝜆
[𝑛 − 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝜆,𝛼)] = 1| 𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,   𝛼 = 1, 𝜃𝜆
̅̅ ̅̅ ̅̅  ,   𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ). 

Ясно, что при выполнения условия, 60 множества Γ(𝑖, �̅�) содержит следующий 

единственный элемент  

𝜏̅̅ = ((𝜏(1,1,1), … , 𝜏(1,1, ℓ1,1)), … 

… , (𝜏(1, 𝜃1, 1), … , 𝜏(1, 𝜃1, ℓ1,𝜃1
)), … , (𝜏(g, 𝜃g, 1), … , 𝜏(g, 𝜃g, ℓg,θg

))). 

Теорема 2. Пусть выполняются условия  10− 60 и имеют место соотношения (4.15)-

(4.21). Тогда для коэффициента 𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅] полинома (3.7) справедлива следующая формула: 

𝐾𝑖,𝜈,�̅�[𝜏̅̅] = 𝑓𝜈( 𝑢𝑗𝜆
[𝑛 − 𝜏(𝜆, 𝛼, 𝜉), 𝑐 + 𝑝(𝜎𝜆,𝛼)] = 1| 𝜉 = 1, ℓ𝜆,𝛼

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,   𝛼 = 1, 𝜃𝜆
̅̅ ̅̅ ̅̅  ,   𝜆 = 1, g̅̅ ̅̅ ) + 

+ ∑   ∑    ∑ 𝐾𝜂,𝜈,𝐴

�̅̅̅� ∈Ω
𝜇,�̅�,𝛽,̅̅̅̅̅̅�̅̅�

(ℓ̅̅)

[𝐵

(𝜇,�̅�,𝛽,̅̅�̅̅�)∈F2(𝜂,g,�̅�,ℓ̅̅)

𝑖−1

𝜂=0

], 𝐺𝐹(2), 𝜈 = 1, … , 𝑘.                (4.31) 

Ясно, что формула (4.31) вместе с формулами (4.2), (4.23)-(4.30) определяют ре-

куррентное соотношение для нахождения коэффициентов полинома (3.7) при известных 

значениях входных и выходных последовательностей. 

5. Заключение. Двухзначный аналог полинома Вольтерры в виде (3.7) является общим 

функциональным соотношением для МНМДС с фиксированной памятью 𝑛0 и ограниченной 

связью 𝑃, и может быть использован при исследовании ее различных свойств, при 

постановке и решении для них различных математических и прикладных задач и т.д. 

Полученное рекуррентное соотношение для определения коэффициентов полиномиальных 

представлений может быть использовано при разработке алгоритмов и программ для 

вычисления значений этих коэффициентов. 
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F.G. Feyziyev, M.R. Mehdiyeva 

İkiparametrli ikilik çoxölçülü modulyar dinamik sistemlərin tam reaksiyasının polionmial göstərilişi üçün 

Volterra polinomlarının iki qiymətli analoqu və onun əmsallarının tapılması 

2D-ikilik çoxölçülü modulyar dinamik sistemlərin tam reaksiyasının Volterra polinomlarının iki qiymətli analoqu 

şəklində göstərilişi məsələsinə baxılır. Baxılan sistemin giriş və çıxış ardıcıllıqları məlum olduqda bu polinomun namə-

lum əmsallarını tapmaq üçün rekurrent düstur təklif olunur. 

Açar sözlər: 2D-ikilik çoxölçülü modulyar dinamik sistemlər, Volterra polinomları, naməlum əmsallar, 

rekurrent düstur 

 

 

F.G. Feyziyev, M.R. Mekhtiyeva 

A two-valued analog of Volterra’s polynomial for description of full reaction of two-parameter binary multivari-

ate nonlinear modular dynamical systems and finding its coefficients 

The problem of two-valued analogs of Volterra’s polynomial for description of full reaction of some classes of 

2D-binary multivariate modular dynamical systems is considered. The recurrence formulas for calculating the coeffi-

cients of this polynomial with known input and output sequences of the multivariate modular dynamic system under 

investigation are provided. 

Keywords: 2D-binary multivariate modular dynamical systems, Volterra’s polynomial, unknown coefficients, 

recurrence formulas 

 

 

Сумгаитский Государственный Университет 

Бакинский Государственный Университет          Представлено 25.01.2018 


