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UOT 519.21 

 

E.A. İBAYEV 

 

SEMİMARKOV DOLAŞMA PROSESİNİN ZOLAQDA QALMA MÜDDƏTİNİN 

PAYLANMASININ LAPLAS ÇEVİRMƏSİ 

 
Mənfi axınlı, müsbət sıçrayışlı semimarkov dolaşma prosesi tədqiq olunmuşdur. Prosesin verilmiş zolaqda 

qalma müddətinin paylanmasının zamana görə Laplas çevirməsinin aşkar şəkli tapılmışdır. 

Açar sözlər: semimarkov dolaşma prosesi, Laplas çevirməsi, təsadüfi kəmiyyət 
 

1. Giriş. Semimarkov dolaşma proseslərini tədqiq etmək üçün faktorizasiya, asimptotik və s. 

kimi bir sıra metodlar vardır. Bu metodlarla bir sıra alimlər məşğul olmuşdur. Belə ki, [1]-də 

zolaqda verilmiş təsadüfi dolaşma üçün asimptotik nəticələr alınmışdır. [2]-də gecikdirən və əks 

etdirən ekrana malik sıçrayışlı semimarkov dolaşma prosesinin erqodik paylanmasının Laplas 

çevirməsi tapılmışdır. [3] işində markov zənciri ilə verilən iki sərhəddə malik təsadüfi dolaşmanın 

asimptotik paylanması araşdırılmışdı. Yuxarıda adları çəkilən işlərdə baxılan proseslərin 

xarakteristikaları üçün dəqiq düsturlar alınmamışdır. Lakin semimarkov dolaşma proseslər sinfini 

daraltmaqla onların xarakteristikaları üçün dəqiq düsturlar tapmaq mümkündür. Məsələn, [4]-də 

sıfırda əksetdirən ekrana malik sıçrayışlı semimarkov dolaşma prosesinin paylanmasının Laplas 

çevirməsi üçün düstur alınmışdır. [5]-də isə müsbət axınlı, mənfi sıçrayışlı semimarkov dolaşma 

prosesinin zolaqda qalma müddətinin paylanmasının Laplas çevirməsi tapılmışdır. Bu isə praktika 

üçün əhəmiyyətlidir. Təqdim olunan işdə [4] və [5]-dən fərqli olaraq mənfi axınlı, müsbət sıçrayışlı 

semimarkov dolaşma prosesinə baxılır. 

İşdə məqsəd baxılan prosesin [0; 𝑎]  zolağında qalma müddətinin paylanmasının Laplas 

çevirməsini tapmaqdır. 

2. Məsələnin qoyuluşu. Tutaq ki, (Ω, 𝐹, 𝑃(∙)) ehtimal fəzasında asılı olmayan, eyni qanunla 

paylanmış, müsbət { 𝜉𝑘(𝜔), 𝜁𝑘(𝜔)}𝑘≥1  təsadüfü kəmiyyətlər ardıcıllığı verilmişdir. 

Aşağıdakı semimarkov dolaşma prosesinə baxaq [6, s.11]: 
 

𝑋(𝑡, 𝜔) = 𝑧 − 𝑡 +∑𝜁𝑖(𝜔)

𝑘−1

𝑖=0

,   ə𝑔ə𝑟   ∑ 𝜁𝑖(𝜔)

𝑘−1

𝑖=0

≤ 𝑡 <∑𝜉𝑖(𝜔)

𝑘

𝑖=1

 , 

burada 𝜉𝜊(𝑤) = 𝜁𝜊(𝑤) = 0. 

Məqsəd  𝑋(𝑡, 𝜔)  prosesinin [0; 𝑎]  zolağında qalma müddətinin paylanmasının Laplas 

çevirməsini tapmaqdır. 

3. Həll üsulu. Aşağıdakı kimi işarələmə daxil edək: 
 

𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑃{𝜏 > 𝑡|𝑧}, 

𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = ∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) 𝑑𝑡

∞

𝑡=0

. 

Aydındır ki, 

𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑃 { inf
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) > 0;  sup
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) < 𝑎 | 𝑋(0) = 𝑧} 

Tam ehtimal düsturuna görə 

𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑃 { inf
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) > 0;  sup
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) < 𝑎; 𝜉1 > 𝑡 | 𝑋(0) = 𝑧} + 

+𝑃 { inf
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) > 0;  sup
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠) < 𝑎; 𝜉1 < 𝑡 | 𝑋(0) = 𝑧}. 
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Onda 

𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑃{𝑧 − 𝑡 > 0; 𝜉1 > 𝑡} + 

+ ∫ ∫ 𝑃{𝜉1 ∈ 𝑑𝑠;  𝑧 − 𝑠 > 0;  𝑧 − 𝑠 + 𝜁1 < 𝑎;  𝑧 − 𝑠 + 𝜁1 ∈ 𝑑𝑦} ×

𝑎

𝑦=0

𝑡

𝑠=0

 

× 𝑃 { inf
0≤𝑢≤𝑡−𝑠

𝑋(𝑢) > 0;  sup
0≤𝑢≤𝑡−𝑢

𝑋(𝑢) < 𝑎 | 𝑋(0) = 𝑦}.                                 (3.1) 

 

(3.1) tənliyini sadələşdirib aşağıdakı inteqral tənliyi alırıq: 
 

𝑅(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑃{𝑧 − 𝑡 > 0} 𝑃{𝜉1 > 𝑡} +                            (3.2) 

+ ∫ ∫ 𝑃{𝜉1 ∈ 𝑑𝑠}𝑃{𝑧 − 𝑠 > 0} 𝑑𝑦 𝑃{𝑧 − 𝑠 − 𝜁1 < 𝑦} 𝑅(𝑡 − 𝑠;  𝑎;  0|𝑌)

𝑎

𝑦=0

𝑡

𝑠=0

, 

 

Əgər (3.2) tənliyinin hər iki tərəfinə 𝑡-yə görə Laplas çevirməsini tətbiq etsək, onda alarıq 
 

𝑅̃(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = ∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑃{𝜉1 > 𝑡} 𝑑𝑡

𝑧

𝑡=0

+ 

+ ∫ 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑎

𝑦=0

∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑃{𝜉1 ∈ 𝑑𝑡} 𝑑𝑦𝑃{𝜉1 < 𝑦 − 𝑧 + 𝑡}

∞

𝑡=0

,                  (3.3) 

və ya 

𝑅̃(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = ∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑃{𝜉1 > 𝑡} 𝑑𝑡

𝑧

𝑡=0

+ 

+ ∫ 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑎

𝑦=0

∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑑𝑃{𝜉1 < 𝑡} 𝑑𝑦 𝑃{𝜉1 < 𝑦 − 𝑧 + 𝑡}

𝑡=max(0;𝑧−𝑦)

. 

 

Müəyyən çevirmələr aparmaqla (3.3) tənliyini aşağıdakı şəkildə yazmaq olar: 

𝑅̃(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = ∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑃{𝜉1 > 𝑡} 𝑑𝑡

𝑧

𝑡=0

+ 

+ ∫ 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑎

𝑦=𝑧

∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑑𝑡𝑃{𝜉1 < 𝑡} 𝑑𝑦𝑃{𝜉1 < 𝑦 − 𝑧 + 𝑡}

∞

𝑡=0

+ 

+ ∫ 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑧

𝑦=0

∫ 𝑒−𝜃𝑡𝑑𝑡𝑃{𝜉1 < 𝑡} 𝑑𝑦𝑃{𝜉1 < 𝑦 − 𝑧 + 𝑡}

∞

𝑡=𝑧−𝑦

.          (3.4) 

 

Alınmış (3.4) inteqral tənliyini  ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə həll etmək olar. Lakin alınan 

nəticələr tətbiq üçün əlverişli deyildir. Ona görə də dolaşma sinfini daraldaraq həllin aşkar şəkilini 

alarıq. 

Əgər 𝜉1 və 𝜁1 təsadüfi kəmiyyətləri uyğun olaraq 𝜇 və 𝜆 parametrli eksponensial paylanmaya 

malikdirsə, yəni 

𝑃{𝜉1 < 𝑡} = [1 − 𝑒−𝜇𝑡] 𝜀(𝑡),     𝜇 > 0, 

𝑃{𝜁1 < 𝑡} = [1 − 𝑒
−𝜆𝑡] 𝜀(𝑡),     𝜆 > 0, 

burada 
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𝜀(𝑡) = {
0,   𝑡 < 0,
1,   𝑡 < 0.

 
 

Onda (3.4) tənliyi aşağıdakı şəklə düşər: 
 

𝑅̃(𝑡, 𝑎, 0|𝑧) = ∫ 𝑒−(𝜇+𝜃)𝑡 𝑑𝑡

𝑧

𝑡=0

+ 𝜆𝜇𝑒𝜆𝑧 ∫ 𝑒−𝜆𝑦 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑎

𝑦=𝑧

∫ 𝑒−(𝜆+𝜇+𝜃)𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑦

∞

𝑡=0

+ 

+𝜆𝜇𝑒𝜆𝑧 ∫ 𝑒−𝜆𝑦 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑧

𝑦=0

∫ 𝑒−(𝜆+𝜇+𝜃)𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑦

∞

𝑡=𝑧−𝑦

. 

 

Yuxarıda tənliyin hər iki tərəfini 𝑒−𝜆𝑧-ə vurub 𝑧-ə görə törəmə alsaq: 
 

−𝜆𝑒−𝜆𝑧 𝑅(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) + 𝑒−𝜆𝑧 𝑅′(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) =
𝜆𝑒−𝜆𝑧

(𝜇 + 𝜃)
 [𝑒−(𝜇+𝜃)𝑧 − 1] + 𝑒−(𝜆+𝜇+𝜃)𝑧 − 

−𝜆𝜇𝑒−(𝜆+𝜇+𝜃)𝑧  ∫ 𝑒−(𝜇+𝜃)𝑦 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑧

𝑦=0

 . 

 

Sonra alınmış tənliyin hər iki tərəfini 𝑒(𝜆+𝜇+𝜃)𝑧-ə vurub və 𝑧-ə görə diferensiallayaq. Onda 

aşağıdakı kimi diferensial tənlik alarıq: 
 

𝑅̃′′(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) − (𝜆 − 𝜇 − 𝜃) 𝑅′(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) − 𝜆𝜃𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = −𝜆.         (3.5) 
 

(3.5) tənliyinə uyğun xarakteristik tənlik aşağıdakı kimi diferensial tənlik alarıq: 
 

𝐾2(𝜃, 𝑎, 0) − (𝜆 − 𝜇 − 𝜃) 𝐾(𝜃, 𝑎, 0) − 𝜆𝜃 = 0 
 

xarakteristik tənliyin kökləri isə 
 

𝐾1 =
𝜆 − 𝜇 − 𝜃 + √(𝜆 − 𝜇 − 𝜃)2 + 4𝜆𝜃

2
 ,  𝐾2 =

𝜆 − 𝜇 − 𝜃 − √(𝜆 − 𝜇 − 𝜃)2 + 4𝜆𝜃

2
. 

 

(3.5) tənliyinin ümumi həlli 
 

𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑐1 𝑒
𝑘1(𝜃) 𝑧 + 𝑐2 𝑒

𝑘2(𝜃) 𝑧 + 𝑅̃1(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) 
 

şəklində olur. 

Burada 𝑅̃1(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) diferensial tənliyin xüsusi həllidir və aşağıdakı kimi tapılır. 
 

𝑅̃1(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑒𝑘1(𝜃) 𝑧  ∫
−𝜆 𝑒𝑘1(𝜃) 𝑧

(𝑘2 − 𝑘1) 𝑒
(𝑘1+𝑘2) 𝑧

𝑑𝑧 + 

+𝑒𝑘2(𝜃) 𝑧  ∫
−𝜆 𝑒𝑘2(𝜃) 𝑧

(𝑘2(𝜃) − 𝑘1(𝜃)) 𝑒
(𝑘1+𝑘2) 𝑧

𝑑𝑧. 

 

Müəyyən sadələşdirmələr aparıb ümumi həlli aşağıdakı kimi yazmaq olar: 
 

𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑐1 𝑒
𝑘1(𝜃) 𝑧 + 𝑐2 𝑒

𝑘2(𝜃) 𝑧 +
1

𝜃
 .                           (3.6) 

 

(3.5) tənliyinə uyğun sərhəd şərtləri aşağıdakı kimidir: 

{
 

 
𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|0) =

𝜆𝜇

𝜆 + 𝜇 + 𝜃
 ∫ 𝑒−𝜆𝑦 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑌)

𝑎

𝑦=0

 ,

𝑅̃′(𝜃, 𝑎, 0|0) = 𝜆 𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|0) + 1 .

                                (3.7) 
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(3.6)-nı (3.7)-də nəzərə alsaq, aşağıdakı tənliklər sistemini alarıq: 
 

{
 
 
 

 
 
 [1 −

𝜆𝜇

𝜆 + 𝜇 + 𝜃
 

1

𝜆 − 𝐾1(𝜃)
 [1 − 𝑒−[1−𝑘1(𝜃)]]] 𝑐1(𝜃) +

+ [1 −
𝜆𝜇

𝜆 + 𝜇 + 𝜃
 

1

𝜆 − 𝐾2(𝜃)
 [1 − 𝑒−[1−𝑘2(𝜃)]]] 𝑐2(𝜃) =

𝜇

(𝜆 + 𝜇 + 𝜃)𝜃
[1 − 𝑒−𝜆𝑎] ,

[𝐾1(𝜃) − 𝜆]𝑐1(𝜃) + [𝐾2(𝜃) − 𝜆]𝑐2(𝜃) =
𝜆

𝜃
+ 1 .

 

 

Xarakteristik tənlik üçün Viyet teoremini yazsaq 
 

𝐾1 + 𝐾2 = 𝜆 − 𝜇 − 𝜃, 
𝐾1 ∙ 𝐾2 = −𝜆𝜃, 

[𝜆 − 𝐾1] ∙ [𝜆 − 𝐾2] = −𝜆𝜇 
alırıq. 

Onda yuxarıdakı tənliklər sistemi aşağıdakı şəklə düşər: 

{
 
 

 
 
(𝜆 + 𝜃 + 𝐾1(𝜃))𝑒

−[𝜆−𝑘1]𝑎𝑐1(𝜃) + (𝜆 + 𝜃 + 𝐾2(𝜃))𝑒
−[𝜆−𝑘2]𝑎𝑐2(𝜃) =

=
𝜇

𝜃
[1 − 𝑒−𝜆𝑎] +

𝜆 + 𝜃

𝜃
 ,

[𝜆 − 𝐾1]𝑐1(𝜃) + [𝜆 − 𝐾2]𝑐2(𝜃) = −
𝜆 + 𝜃

𝜃
 .                                           (3.8)

 

 

(3.8) tənliklər sisteminin həlli 
 

𝑐′1(𝜃) =
Δ1
Δ
 ,      𝑐′2(𝜃) =

Δ2
Δ
 . 

olur. 

Burada 

Δ = |
[𝜆 − 𝐾1(𝜃)] 𝑒

−[𝜆−𝑘1]𝑎 [𝜆 − 𝐾1] 𝑒
−[𝜆−𝑘2]𝑎

𝜆 − 𝑘1 𝜆 − 𝑘2
| 

Δ1 = |

𝜇

𝜃
 (1 − 𝑒−𝜆𝑎) +

𝜆 + 𝜃

𝜃
[𝜆 − 𝐾1] 𝑒

−[𝜆−𝑘2]𝑎

−
𝜆 + 𝜃

𝜃
[𝜆 − 𝑘2]

| 

Δ2 = |
[𝜆 − 𝐾2] 𝑒

−[𝜆−𝑘2]𝑎
𝜇

𝜃
 (1 − 𝑒−𝜆𝑎) +

𝜆 + 𝜃

𝜃

𝜆 − 𝑘1 −
𝜆 + 𝜃

𝜃

| 

 

Onda (3.5) diferensial tənliyin ümumi həlli aşağıdakı kimi olar 
 

𝑅̃(𝜃, 𝑎, 0|𝑧) = 𝑐′1(𝜃) 𝑒
𝑘1(𝜃) 𝑧 + 𝑐′2(𝜃) 𝑒

𝑘2(𝜃) 𝑧 +
1

𝜃
 . 

 

4. Nəticə. Mənfi axınlı, müsbət sıçrayışlı semimarkov dolaşma prosesinin zolaqda qalma 

müddətinin paylanmasının Laplas çevirməsi üçün aşkar düstur tapılmışdır. Alınan nəticə resursların 

şərti paylanmasının tapılması üçün ehtiyatların müəyyən zolaqda idarə edilməsi məsələlərində 

istifadə oluna bilər. 
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E.A. Ibayev 

Laplace transformation of the distribution of the time of the semi-Markov random walk process within a band  

The semi-Markov random processes with negative tendency, positive jumps and delaying boundary at zero in is 

investigated in this paper. The Laplace transformation of the distribution of the time of the semi-Markov random pro-

cesses within a given band is found. 

Keywords: process of semi-Markov random walk, Laplace transformation, random variables 

  

 

УДК 519.21 

Э.А. Ибаев 

Преобразование Лапласа распределения времени пребывания процесса полумарковского блуждания  

в полосе 

Исследован процесс полумарковского блуждания с отрицательным сносом, положительными скачками. 

Найден явный вид преобразования Лапласа по времени распределения длительности времени пребывания 

процесса в данной полосе. 

Ключевые слова: процесс полумарковского блуждания, преобразование Лапласа, случайная величина 
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